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Розглянуто спектральний підхід до моделювання динамічних систем дробового порядку. Для 
апроксимації використано інтерполяційно-екстраполяційний метод. 

Вступ 

Операційні методи аналізу широко застосо-
вуються при моделюванні динамічних систем,  
у т. ч. і нецілого порядку [1]. Операційний підхід 
дозволяє алгебризувати інтегро-диференціальні 
рівняння, якими звичайно описуються динамічні 
системи. Представлення сигналів методами по-
ліноміальної апроксимації за деякою системою 
базисних функцій призводить до апроксимуючих 
поліноміальних спектрів, на основі яких можуть 
бути побудовані різні операційні числення.  

Особливе місце займають локальні ортого-нальні 
системи базисних функцій на основі зміщених полі-
номів Лежандра, зокрема, методи блочно-
імпульсних функцій 2 і апроксимуючих імпульс-
них спектрів [3]. Перевагою таких методів апрокси-
мації є досить велика швидкодія і простота реаліза-
цій у програмному середовищі й апаратному вигля-
ді. Недоліком цих методів є те, що апроксимації си-
гналів, отримані на основі методу найменших квад-
ратів, зазнають розривів на границях підінтервалів 
розбивки аргументу сигналу. Використання методів 
інтерполяції й екстраполяції [4] дозволяє усунути 
цей недолік, зберігаючи властиві локальним базис-
ним системам переваги [5]. 

Дробове інтегро-диференціювання є природ-
ним узагальненням звичайних похідних та інтег-
ралів класичного математичного аналізу. На те-
перішній час дробове числення, яке дозволяє 
одержати більш точне уявлення реальних проце-
сів, широко застосовується при математичному 
моделюванні різних явищ у середовищах із  
фрактальною структурою, фізиці, математичній 
біології та ін. [6; 7]. 

Метою завдання є розробка операційного ме-
тода моделювання динамічних систем, що опи-
суються інтегро-диференціальними рівняннями 
нецілих порядків, на основі  апроксимації сигна-
лів локально-імпульсними базисними системами 
низьких порядків. Метод орієнтований на реалі-
зацію в програмних середовищах математичних 
систем типу Mathematica, MatLab та інші. 

Інтерполяційно-екстраполяційний метод 

Нехай на інтервалі [0,T] зміни аргументу t за-
дано неперервний сигнал х(t). Інтервал визна-
чення сигналу розбивається на m однакових від-
різків довжиною h=T/m кожний.  

На отриманій ґратці аргументу вводиться сис-
тема блочно-імпульсних базисних функцій: 
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де )(t  – функція одиничного стрибка, визначе-
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Сигнал х(t) відновлюється у вигляді кусково-
сталої апроксимації: 
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де )(iX  – блочно-імпульсний спектр сигналу, що 
визначається за формулами: 
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Розглянемо фрагмент сигналу і його блочно-
імпульсну апроксимацію (рис. 1). 

 

X(i)

X(i+1) 

(i-0.5)h (i+0.5)h  
Рис. 1. Фрагмент сигналу (суцільна лінія) і його  
блочно-імпульсна апроксимація (штрихова лінія) 
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При досить великій кількості інтервалів роз-
биття осі абсцис m точки перетинання кривої з її 
апроксимацією знаходяться приблизно посере-
дині відрізків  hi 1  та ih , тобто мають абсциси 

hi )5,0(  . Це є наслідком методу найменших 
квадратів, а саме рівністю площ, обмежених да-
ною кривою і її апроксимацією. Знаючи елемен-
ти блочно-імпульсного спектра, можна побуду-
вати апроксимацію сигналу на основі лінійної 
інтерполяції між серединами підінтервалів роз-
биття осі аргументу. 

Рівняння для визначення коефіцієнтів кривої, 
що інтерполює, буде мати вигляд: 
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Розв’язуючи (5) відносно i і   i, одержимо: 
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Рівняння апроксимуючої прямої визначаємо 
за формулою 
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Але апроксимація формули (5) будується на 

інтервалі 
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крива екстраполюється. 

Тоді повне рівняння апроксимуючої прямої буде 
мати вигляд: 
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У табл. 1 наведено основні функції програми 

інтерполяційно-екстраполяційного методу, що 
реалізована в системі Mathematica® 8].  

Екстраполяція по краях інтервалу проводить-
ся за формулою (6) додатково. 

Таблиця 1 
Програма розрахунку інтерполяційно-екстраполяційного методу 
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Операційна матриця  
дробового інтегрування 

Означення інтеграла дробового порядку β за 
формулою Рімана-Ліувіля 7] має вигляд: 
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де   – гама-функція. 
Оскільки сигнал x(t) апроксимується узагаль-

неним поліномом (2), то операція дробового ін-
тегрування за формулою (7) зводиться до інтег-
рування утворюючих функцій )(tvi . Підставимо 
у формулу (7) вираз утворюючої функції (1) і 
одержимо вираз для дробових інтегралів: 
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Розглядаючи вираз (8) як функцію аргументу 
t, визначимо блочно-імпульсний спектр цієї функ- 
ції за формулою (3). 

Позначимо через ,jir   ,,1, mji   номер 
діагоналі матриці інтегрування P. Тоді після пе-
ретворень одержимо трикутну матрицю вигляду: 
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При 1  матриця інтегрування P є матрицею 

інтегрування першого порядку.  
Щоб одержати n-й порядок інтегрування,  

можна використовувати як матрицю першого 

порядку n-го степеня  nP )1( , так і формулу (9) 

при n . 
Функцію, що обчислює матрицю інтегрування 

порядку  , наведено в табл. 2. 
Аналогічно можна вивести операційну матри-

цю диференціювання, але операція диференцію-
вання є чутливою до шумових перешкод, харак-
терних для реальних сигналів. Тому переважніше 
зводити інтегро-диференціальні рівняння до ін-
тегральних. 

Таблиця 2 
Програма розрахунку матриці інтегрування 

Фрагмент програми Коментар 

Визначення матриці інтегрування 

 
Моделювання динамічних систем  
нецілого порядку 

Моделювання динамічної системи нецілого 
порядку в системі блочно-імпульсних функцій за 
інтерполяційно-екстраполяційним методом про-
водиться за такою схемою: 

– інтегро-диференціальне рівняння, що опи-
сує поведінку системи, зводиться до інтеграль-
ного шляхом послідовного застосування інтегра-
льного оператора; 

– за формулою (3) розраховують блочно-
імпульсні спектри усіх невідомих функцій і кон-
стант, а за формулою (9) – матриці інтегрування 
необхідного порядку; 

– перетворене рівняння записують в опера-
ційній області з урахуванням правил спектраль-
ної алгебри; 

– за розв’язком алгебричного рівняння в опе-
раційній області знаходять блочно-імпульсний 
спектр невідомого сигналу; 

– апроксимація розв’язку будується за інтер-
поляційно-екстраполяційним методом. 

Викладену схему проілюструємо на прикладах. 

Приклад 1. Необхідно знайти розв’язок рів-
няння першого порядку зі змінними коефіцієн-
тами: 

1)0(   ,0)(
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dt

tdx t  

на інтервалі зміни аргументу 10  t . Кількість 
інтервалів розбиття m=10. 

Проінтегруємо рівняння: 
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Перейдемо до спектрального рівняння: 

1
~

)0(
~

)( )1( xXFPE                                      (10) 

де Е – одинична матриця порядку m; Р(1) – мат-
риця інтегрування першого порядку; F – діаго-
нальна матриця, елементами діагоналі якої є ко-
ефіцієнти спектру te2 ; 1

~
)0(x  – спектр константи. 

Слід зазначити, що замість вектора блочно-

імпульсного спектра змінного коефіцієнта te2 , ви-
користовується діагональна матриця для дотри-
мання розмірностей при виконанні обчислень. 

З рівняння знаходимо вектор значень спектра 

невідомого сигналу X
~

 і відновлюємо його за 
інтерполяційно-ектраполяційним методом. На-
ближений і точний розв’язок рівняння 

 ))2(1(5.0)( teetx   показано на рис. 2 , а, б, в, г. 

         
а б 

 
в г 
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Рис. 2. Сигнал і його апроксимація: 
а, д – метод блочно-імпульсних функцій; б, е – інтерполяційно-екстраполяційний метод;  
в, г, є, ж –  графіки функцій помилок 
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Приклад 2. Необхідно розв’язати рівняння 
дробового порядку: 
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на інтервалі зміни аргументу 10  t . 
Аналогічно прикладові 1, з урахуванням  

нульових початкових умов перейдемо до рівнян-
ня в операційній області: 

,)(
~ )2/1()2/1( FPPEY   

де F – спектр інтеграла правої частини рівняння. 

Точний розв’язок  2)( tty   і результати ап-
роксимації показано на рис. 2, д, е, є, ж.  

З прикладів 1 і 2 можна побачити, що помилка 
апроксимації запропонованого методу дає точність 
на порядок вище методу блочно-імпульсних функ-
цій при тих же витратах ресурсів і часу. 

Висновки 

Операційний метод моделювання динамічних 
систем, у т. ч. і дробового порядку, дозволяє 
отримувати алгебричні системи, що мають ефек-
тивну реалізацію методу блочно-імпульсних 
спектрів на ПЕОМ. У свою чергу, інтерполяцій-
но-екстраполяційний метод підвищує точність 
блочно-імпульсної апроксимації без зростання 
обчислювальних витрат. 
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