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ПРОГНОЗУВАННЯ  РУХУ  КОСМІЧНОГО  АПАРАТА  В  ОСКУЛЮВАЛЬНИХ  ЕЛЕМЕНТАХ  
МЕТОДОМ  ДИФЕРЕНЦІАЛЬНО-ТЕЙЛОРІВСЬКИХ  ПЕРЕТВОРЕНЬ 

Запропоновано числово-аналітичну обчислювальну схему інтегрування диференціального рівняння руху 
 космічного апарата в оскулювальних елементах, яку розроблено на основі диференціально-тейлорівських  
перетворень. У моделі руху космічного апарата враховано збурення від центрального поля до 8×8 гармонік  
розкладу геопотенціалу Землі в ряд за сферичними функціями та сила аеродинамічного опору атмосфери  
згідно зі статичною моделлю густини атмосфери. Порівняно за точністю прогнозування руху космічного  
апарата зі штатними вітчизняними програмними комплексами балістико-навігаційного забезпечення польотів 
космічних апаратів. 

The numerical-analytical computing scheme of integration of the differential equation of motion of space vehicle is 
offered in osculating elements, which is developed on a basis of Taylor differential transformations. In the model  
of motion of space vehicle indignations from the central field to 8×8 harmonics of decomposition of a geopotential  
of the Earth abreast on spherical functions and force of aerodynamic resistance of atmosphere are considered at static 
model of density of atmosphere. Comparison on accuracy of forecasting of movement of a space vehicle with regular 
domestic program complexes of ballistic navigational support of flights of space vehicles is spent. 
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Постановка проблеми 

Центральне місце в технологічній послідовності 
вирішення задавдань балістико-навігаційного за-
безпечення (БНЗ) польотів космічних апаратів 
(КА) займає прогнозування руху КА, що є скла-
довою частиною процесів планування цільового 
застосування КА, навігації наземних (повітря-
них, морських) об’єктів, оцінювання загальної 
космічної обстановки тощо.  
Безпосередньо прогнозування руху КА викону-
ють у вигляді закінченої процедури на ЕОМ, в 
якій на основі обраного методу інтегрування 
звичайних диференціальних рівнянь реалізовано 
обчислювальну схему розв’язання диференці-
ального рівняння руху КА [1]. 
Наявність процедури прогнозування руху КА 
має також важливе значення для проведення де-
яких наукових досліджень, наприклад, під час 
розроблення та оцінювання ефективності нових 
методів оброблювання вимірювальної інформації 
від засобів контролю космічного простору.  
Процедура прогнозування руху КА є не-
від’ємною складовою частиною програмних 
комплексів (ПК) БНЗ, які використовують у віт-
чизняних установах, наприклад, у Національно-
му центрі управління та випробувань космічних 
засобів. Однак зазначені ПК БНЗ є комерційною 
власністю і тому їх використання для проведення 

наукових досліджень можливе лише як «чорної 
скриньки», що не завжди задовольняє дослідни-
ків. Прикладом зазначеного ПК є ПК БНЗ "Наві-
гатор" [2]. 
Аналіз останніх досліджень 

Натепер у вітчизняній практиці БНЗ найбільшого 
поширення для прогнозування руху КА набув 
числовий скінченнорізницевий метод Адамса 
сьомого порядку [1; 2]. 
Якщо розглянути останні дослідження щодо 
впровадження інших методів інтегрування зви-
чайних диференціальних рівнянь у практику 
БНЗ, то можна зазначити, що одним з перспекти-
вних є метод диференціально-тейлорівських (ДТ) 
перетворень [3].  
Основною особливістю ДТ-перетворень як мате-
матичного методу є реалізація рекурентного, ме-
тодично простого (числово-аналітичного) визна-
чення членів ряду Тейлора будь-якого порядку за 
відсутності методичних похибок [4].  
Розрахунок похідних від функції за допомогою, 
наприклад, скінченнорізницевого методу неми-
нуче вносить методичну похибку [5].  
Метод ДТ-перетворень при прогнозуванні руху 
КА дозволяє розробляти обчислювальні схеми, 
які належать до однокрокових числовоана-
літичних обчислювальних схем, що використо-
вують значення вищих похідних [5]. 
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У праці [3] доведено можливість використання 
методу ДТ-перетворень для короткострокового 
(до одного витка) прогнозування руху КА у  
гринвицькій прямокутній системі координат 
(ГСК) з урахуванням у моделі руху КА збурень 
від другої та четвертої зональних гармонік роз-
кладу геопотенціалу у ряд за сферичними функ-
ціями (поле 4×0).  
Однак для проведення довгострокового прогно-
зування руху КА така модель непридатна, через 
неповноту врахування збурювальних факторів.  
Таким чином, актуальним є проведення дослі-
джень щодо розроблення обчислювальної схеми 
для прогнозування руху КА на основі  
ДТ-перетворень, яка більш повно враховує збу-
рювальні фактори, що діють на КА у польоті. 
Мета роботи − розроблення числово-аналітичної 
обчислювальної схеми для проведення довго-
строкового прогнозування руху КА на основі ме-
тоду ДТ перетворень. У схемі необхідно враху-
вати збурення від несферичності Землі та анома-
лій сили тяжіння для розкладу геопотенціалу у 
ряд за сферичними функціями (поле до 8×8 гар-
монік), а також сили аеродинамічного опору ат-
мосфери для її статичної моделі (ГОСТ-
4401−64). 

Диференціально-тейлорівські перетворення 

ДТ-перетворення – це операційний метод, який 
ґрунтується на переведенні оригіналів в область 
зображень за допомогою операції диференцію-
вання. Диференціально-тейлорівськими перетво-
реннями називають функціональні перетворення 
вигляду [4]: 
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де 
( )kz  – дискретна функція за аргументом k ;  

k  – цілочисловий аргумент =k  0, 1,…;  
t  – аргумент, за яким проводиться перетворення; 

∗t  – значення аргумента, за якого проводиться 

перетворення;  

maxk  – максимальний номер ураховуваної при 

відновленні Т-дискрети; 
H  – відрізок аргументу, на якому розглядається 
функція ( )tz . 

Вирази (1) визначає пряме, а вираз (2) обернене 
перетворення. Пряме перетворення дозволяє за 
оригіналом ( )tz  знайти ДТ-зображення ( )kz . 

Обернене перетворення відновлює оригінал ( )tz  

у вигляді часткової суми відрізку ряду Тейлора. 
Розрахунок (моделювання) з використанням  
ДТ-перетворень виконують за три етапи:  
− пряме перетворення;  
− проведення в області ДТ-спектрів необхідних 
викладок;  
− обернене перетворення.  
Для розв’язання задачі, яка розглядається, перші 
два етапи поєднуються в один. 
Запишемо модель руху КА для довгострокового 
прогнозування руху КА. Ця модель в оскулюва-
льних елементах для КА, що мають малий екс-
центриситет орбіти ( 1,0≤e ) має вигляд [1]: 
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uluqR sincos1 ++= ;                                            (4) 

R

p
r = ;                                                                    (5) 

21 SSS += ;                                                            (6) 

21 TTT += ;                                                             (7) 

21 WWW += ;                                                         (8) 
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Sb vvSS ρ−=2 ;                                                      (38) 
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Tb vvST ρ−=2 ;                                                      (39) 

Wb vvSW ρ−=2 ;                                                    (40) 

222
WTS vvvv ++= ;                                              (41) 

rS vv = ;                                                                (42) 
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iurvW sincos0Ω= ;                                             (44) 
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де 
Ω , i , p , u , q , l  – елементи орбіти КА: довгота 
висхідного вузла, нахил, фокальний параметр, 
аргумент широти та лапласові елементи відпові-
дно;  

( )2,1S , ( )2,1T , ( )2,1W  – проекції збурювального при-

скорення в орбітальній системі координат (інде-
кси: 1 – за рахунок нецентральності та аномалій 
сили притягання Землі, 2 – за рахунок аеродинаміч-
ної сили лобового опору);  

nU  – потенціал Земного притягання;  

0Ω = 0,7292115805ּ10-4 
рад/с – кутова швидкість 

обертання Землі навколо власної осі; 0µ  – граві-
таційний параметр Землі;  

0µ = 3,986ּ105 
км

3/с2; 

0r  – середній екваторіальний радіус Землі;  

0r = 6378,388 км; 
r , ϕ , λ  – геоцентричний радіус, широта та дов-
гота КА у ГСК;  

( )ϕsinnP , ( )ϕ′ sinnP , ( )ϕsinm
nP , ( )ϕsin

/m
nP – полі-

номи Лежандра, їх похідні та приєднані сферичні 
функції і їх похідні відповідно;  
N  – номер старшого члена ряду розкладу геопо-
тенціалу в ряд за сферичними функціями (для 
поля до N × N  гармонік);  

0nC , nmC , nmd  – безрозмірні сталі, що характе-
ризують форму та гравітаційне поле Землі;  

ix , iy , iz , x , y , z  – координати КА у інерціа-
льній прямокутній системі координат (ІСК) та 
ГСК відповідно;  
s , 0s  – зоряний час та зоряний час у середню 
гринвіцьку північ для заданої дати;  
v  – модуль вектора відносної швидкості КА; 

rv , nv  – радіальна та нормальна складові вектора 
швидкості КА відповідно;  

Sv , Tv , Wv  – проекції вектора відносної швидко-
сті КА в орбітальній системі координат;  

bS  – балістичний коефіцієнт;  
h  – висота КА над поверхнею Землі;  

3a  – велика піввісь загального земного еліпсоїда;  

3a = 6378,136 км; 

3e  – перший ексцентриситет загального земного 
еліпсоїда;  

3e = 0,081819221; 
ρ  – густина повітря;  

jh , jA , jk1 , jk2  – сталі, що характеризують гус-

тину повітря для i -го шару. 
У наведеній моделі руху КА (3)−(48) використана:  
− модель гравітаційного поля Землі, яка враховує по-
лярне стиснення Землі та поле N × N  гармонік розк-
ладу у ряд за сферичними функціями (13)−(15) [1];  
− статична модель атмосфери відповідно до 
ГОСТ-4401−64 – залежність (48) [1]. 
У вітчизняній практиці БНЗ найбільше поширена 
модель поля до 8×8 гармонік [2]. 
Прогнозування руху КА виконують інтегруванням 
диференціального рівняння руху КА (3)−(48).  
Для побудови обчислювальної схеми для про-
гнозування руху КА методом ДТ-перетворень 
(аналогічно числовим скінченно-різницевим ме-
тодам інтегрування) необхідно ввести на часово-
му інтервалі прогнозу  

поч 0 кінt t t t= ≤ ≤   

сітку iω  з кроком iii ttH −= +1  і вузлами iit ω∈  
[5] та задати початкові умови (ПУ) руху КА: 

( ) 00 Ω=Ω t , ( ) 00 iti = , ( ) 00 ptp = , 

( ) 00 qtq = , ( ) 00 ltl = , ( ) 00 utu = . 

 

(49) 

Розглянемо етапи розв’язування задачі побудови 
обчислювальної схеми прогнозування руху КА 
методом ДТ-перетворень. 
1. Пряме перетворення – перехід з області оригі-
налів в область Т-спектрів, тобто застосування на 

сітці iω  до виразів (3)−(48) прямого перетворен-

ня з виразу (1): 
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

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






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
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
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 
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 
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
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

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ksklkckqkkR uu ∗+∗+= ъ ; 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(50) 
(51) 

( ) ( )
( )kR

kp
kr = ; 

( ) ( ) ( )kRkRkR ∗=2 ; 

(52) 
 

(53) 

( ) ( ) ( )kSkSkS 21 += ; 
( ) ( ) ( )kTkTkT 21 += ; 

(54) 
(55) 

( ) ( ) ( )kWkWkW 21 += ; (56) 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

3
0

ъ

1
;

μ
i

u
i

γ k k
p k c k

W k s k
s kR k

= −

− ∗ ∗ ∗
 

 
 

(57) 

( ) ( ) ( )kRkRkR ∗= 23 ; (58) 

( ) ( )[ ]kks Ω=Ω sin ... ( ) ( )[ ]kkc Ω=Ω cos ; (59) 

( ) ( )[ ]kiksi sin= … ( ) ( )[ ]kikci cos= ; (60) 

( ) ( )[ ]kuksu sin= … ( ) ( )[ ]kukcu cos= ; (61) 
( )kbS r=1 ; (62) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )1 ;u i
i

c k c k
T k b k s k b k

c k c kϕ λ
ϕ ϕ

= ∗ ∗ + ∗
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(67) 

( ) ( ) ( )krkrkr r
n

r
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r ∗= −1 ; (68) 

( ) ( )
( )kr
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krr

ъ0= ; 

( ) ( ) ( )krkrkr ∗=2 ; 

(69) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1

1
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n
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n

n P k n s k P k− ϕ −
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( ) ( )kkP ъ0 = ; (72) 
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( ) ( )kskP ϕ=1 ;  
 

(73) 

( ) ( ) ( ) ( )kckPmkP m
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m
m ϕ

−
− ∗−= 1
112 ;

( ) ( )kkP ъ1
1 = ; 
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Таблиця 1 
Відповідність оригіналів з виразів (3)-(48) та позначень 
для їх ДТ-зображень для виразів (50)-(110) 

Функція Позначення 
Оригінал 
Зображення 
 

Ω  
( )kΩ  

 

i  
( )ki  

p  

( )kp  
q  

( )kq  

Оригінал 
Зображення 

l  

( )kl  

 

u  
( )ku  

( )2,1S  

( )( )kS 2,1

 

( )2,1T  

( )( )kT 2,1  

Оригінал 
Зображення 
 
 

p  

( )kp 2
1

 

r  
( )kr  

R  
( )kR  

( )2,1W  

( )( )kW 2,1  

Оригінал 
Зображення 
 

n

r

r







 0

( )kr n
r  

∗γ
1

 

( )kγ  

itg  

( )
( )kc

ks

i

i  

Оригінал 
Зображення 
 

r

U n

∂
∂

( )kbr  
ϕ∂

∂ nU

r

1

( )kbϕ  
λ∂

∂
ϕ

nU

r cos
1

 

( )kbλ  

Оригінал 
Зображення 
 

( )ϕsinnP  

( )kPn  
( )

ϕ
ϕ

cos

sinm
nP

 

( )kPm
n  

Оригінал 
Зображення 
 

( )ϕ′ sinnP  

( )kPn′  
( ) ϕϕ cossin

/m
nP

( )kPm
n

/
 

Оригінал 
Зображення 
 

x  
( )kx  

y  

( )ky  
z  
( )kz  

ix  

( )kxi  

Оригінал 
Зображення 
 

iy  

( )kyi  
iz  

( )kzi  

ssin
( )kss  

scos  
( )kcs  

Оригінал 
Зображення 
 

ϕsin

( )ksϕ  

ϕcos
 
( )kcϕ

 

( )λmsin

( )ksmλ  

( )λmcos
( )kcmλ  

Оригінал 
Зображення 
 

v  
( )kv  

sv  

( )kvs  
Tv  

( )kvT  
Wv  

( )kvW  

Оригінал 
Зображення 
 

rv  

( )kvr  
nv  

( )kvn

 

h  
( )kh  

ρ  
( )kρ  

Оригінал 
Зображення 
 

22 yx +  

( )krxy  

ϕ− 22
3 cos1 e  

( )kd  

Оригінал 
Зображення 
 

( ) ( )jjjj hhkhhk −−− 2
2

1  

( )kf  

де ъ(k)– тейлорівська одиниця, «теда»: 

( ) 1 якщо 0
ъ

0 якщо 0;

k
k

k

=
=  >

,

,
 

∗  – для області ДТ-зображень операція добутку 
в області оригіналів, наприклад, для оригіналів 

( ) ( ) ( )z t x t y t= : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
=

−=∗=
k

g

gygkxkykxkz
0

;  

−  – для області ДТ-зображень операція ді-
лення в області оригіналів, наприклад, для оригі-
налів ( ) ( ) ( )tytxtz = : 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )0
1

y

gygkzkx

ky

kx
kz

k

g
∑

=
−−

== ; 
 

1

2
 – для області ДТ-зображень операція взяття 

квадратного кореня в області оригіналів, напри-
клад, для оригіналів ( ) ( )txtz = : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1

1
12 1

2 0
,

k

g

x k z k g x g

z k x k
z

−

=
− −

= =
∑

 

якщо ( ) ( )00 xz = ; 

 

2 , 3 , – для області ДТ-зображень операція воз-
ведення у ступінь в області оригіналів;  

[ ]sin , [ ]cos  – для області ДТ-зображень опе-
рація взяття синуса та косинуса відповідно в об-
ласті оригіналів, наприклад, для оригіналів 

( ) ( )[ ]txtsx sin=  та ( ) ( )[ ]txtcx cos= : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( )[ ]















=

+−−+−==

=

+−−+==

=

=

0cos0при

,11
1

cos

0sin0при

,11
1

sin

∑

∑

1-

0

0

xc

gsgkz
k

g
kxkc

xs

gcgkz
k

g
kxks

x

k

g
xx

x

k

g
xx

 
[ ]exp  – для області ДТ-зображень операція 

взяття експоненціальної функції в області оригі-
налів, наприклад, для оригіналів 

( ) ( )[ ]txAtz exp= : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )∑
1-

0

11
1

exp
k

g

gxgkz
k

g
AkxAkz

=
+−−+== , 

якщо ( ) ( )[ ]0exp0 xAz = . 
Відповідність функцій (оригіналів) та їх  
ДТ-зображень наведена у табл. 1. 

якщо 

якщо 
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Пряме перетворення рівнянь (50)−(109) яв-
ляє собою систему рекурентних рівнянь від-
носно Т-дискет для моделі (3)−(48). Із цієї 
системи можна послідовно визначити зна-
чення дискет ДТ-спектра, для max0 kk …= , 

задаючи величину цілочислового аргументу 
k  починаючи з =k 0 до ( 1max −k ). 

2. Обернене перетворення – відновлення 
отриманого ДТ-спектра в область оригіна-

лів, тобто отримання на сітці iω  на основі 

оберненого перетворення рівняння (2) апро-
ксимації траєкторії КА у ГСК у вигляді 

maxk -ї часткової суми відрізку ряду Тейлора 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

Ω Ω ;

;

;

;

;

,

k

i
k

k

i
k

k

i
k

k

i
k

k

i
k

k

i
k

t k

i t i k

p t p k

q t q k

l t l k

u t u k

+
=

+
=

+
=

+
=

+
=

+
=


=




=


 =


 =


 =



=


∑

∑

∑

∑

∑

∑

max

max

max

max

max

max

 (110) 

де 

maxk  – номер старшої ДТ-дискрети, що врахову-

ється при відновленні. 
Пряме та обернене ДТ-перетворення у рів-
няннях (50)−(110) визначають обчислюва-
льну схему інтегрування диференціального 
рівняння руху КА (3)−(48). Ця схема дозво-
ляє послідовно (починаючи з 0=i  при ПУ 
(49)) виконати прогнозування руху КА в 
оскулювальних елементах – визначити у ву-
злах iω  значення функції, що приймається 

за наближення значення прогнозованого 
положення КА. 
Для перевірки працездатності запропонова-
ної числово-аналітичної обчислювальної 
схеми прогнозування руху КА та оці-
нювання її ефективності для проведення  

довгострокового прогнозування руху КА 
(до 14 діб) у середовищі Delphi було розро-
блено процедуру для прогнозування руху 
КА, що реалізує запропонований підхід.  
За допомогою розробленої процедури про-
ведено прогнозування руху КА з парамет-
рами орбіти, близькими до вітчизняного КА 
дистанційного зондування Землі «Сич-1» 
( ≈kah  600 км, ≤e  0,01, bS = 0,06).  

У моделі руху КА задано поле до 8×8 гар-
монік розкладу геопотенціалу Землі у ряд 
за сферичними функціями відповідно до 
праці [1], а при врахуванні сили аеродина-
мічного опору атмосфери використано її 
статичну модель відповідно до ГОСТ-
4401−64. 
Результати порівняння прогнозування руху 
КА (табл. 2) на основі запропонованої об-
числювальної схеми (48)−(110) та за допо-
могою програми ЕА 100 «Прогнозування 
параметрів руху КА» (ЕА 100 є програмною 
компонентою штатного ПК БНЗ «Навіга-
тор») [2].  

Таблиця 2 

Максимальні значення модуля відхилу  
між прогнозованим положенням КА  

Часовий інтервал прогнозу, д Модуль 
відхилу 3 7 14 

За положен-
ням КА, км 

0,007070 0,010236 0,014339 

За швидкістю 
КА, км/с 

0,000007 0,000010 0,000015 

Для прогнозування параметрів руху КА 
крок інтегрування методом Адамса встано-
влено 100 с. 
Для проведення прогнозування руху КА ви-
користовували обчислювальну схему 
(50)−(110), з характеристиками, які забезпе-
чували однакову точність прогнозування та 
становили:  
Hi = 40 с для maxk = 4; 

Hi = 400 с для maxk = 8; 

Hi = 700 с для maxk = 12; 

Hi = 800 с для maxk = 20, 
де  

maxk  – максимальний номер Т-дискрети, що вра-
ховується при відновленні.  
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Висновки 

Наведені результати доводять адекватність ро-
зробленої моделі руху КА. Обчислювальна 
схема (50)−(100) дозволяє проводити прогно-
зування руху КА з точністю, не меншою за то-
чність штатної моделі руху КА. Запропонована 
обчислювальна схема є однокроковою. Відомо, 
що саме однокрокові схеми найбільш ефектив-
ні, але проведення прогнозування руху КА зі 
змінним кроком та порядком [5]. Наведені ре-
зультати ілюструють можливість варіювання 
характеристиками запропонованої схеми – ве-
личиною кроку та порядком при прогнозуванні 
руху КА. Розроблена обчислювальна схема, 
виходячи з властивостей ДТ-перетворень, до-
зволяє отримувати не сіткову, а кусково-
визначену на підвідрізках між вузлами сітки 
функцію, що дає змогу проводити прогнозу-
вання без прив'язки до заданої сітки (якщо є 
така потреба) і застосовання процедури інтер-
поляції. 
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