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БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ІНТЕГРОДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ                        
З ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ, НЕ РОЗВ’ЯЗНИХ СТОСОВНО СТАРШОЇ ПОХІДНОЇ 

НАУ, кафедра вищої математики, E-mail: Klyus_i@ukr.net 

Досліджено коректність задачі з локальними багатоточковими умовами за часовою змінною для  лінійних 
рівнянь з частинними похідними, не розв’язних стосовно старшої похідної за часом, збурених нелінійним ін-
тегро-диференціальним оператором.  

The correctness of a problem with multi–point conditions on temporary variable of  linear partial differential equa-
tions not solved as to the highest derivative with respect to time, perturbed by the nonlinear integro-differential op-
erator is investigated 

Вступ 

У цій статті продовжено й розвинено резуль-
тати, отримані в працях 1–3, на випадок ліній-
них диференціальних рівнянь з частинними по-
хідними, не розв’язних стосовно старшої похід-
ної за часом, збурених нелінійним інтегро-
диференціальним оператором. 

Постановка завдання 

В області     GxTtxtQ  ,,0:, , де G  – 

обмежена однозв’язна область із pR , розглядає-
мо задачу 
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де L  – оператор, визначений у праці [3], 
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 ;,maxτ lm функція ),,( uytF визначена та 
неперервна за всіма змінними в області  

 ),(),(,),(:),,( 0
1 ruSytuQytuytQ      

і задовольняє в ній умову Ліпшіца відносно всіх 
компонент вектора u : 
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а функція ),(00 xtuu  – розв’язок незбуреної 

(коли  0ε  ) задачі  (1) – (3), який подано фор-
мулою(14) із праці [3]. Функція ),,( yxtK  визна-

чена в області   GyQxtyxtQ  ,),(:,,2 .  

Припустімо, що ),,( yxtK  як функцію змін-

ної x  виражено рядом 
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де  xX k , Nk  – повна ортонормована система 
власних функцій. 

Розв’язок задачі (1)–(3) шукаємо у вигляді 
ряду 
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Тоді вектор   tuk , Nk   є розв’язком такої 

n-точкової задачі для зліченної системи  інтегро-
диференціальних рівнянь: 
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де 
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За допомогою функцій Гріна   NktGk  ,, , 

визначених формулами (14) із [3], зводимо зада-
чу  (7), (8) до еквівалентної їй системи інтегро -
диференціальних рівнянь: 
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                                                                              (10) 
Якщо в області QQ    ряд 
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рівномірно збігається і його сума дорівнює 
),τ,,( yxtR , то з рівнянь (6) і (10) випливає, що 

задача (1)–(3) еквівалентна такому інтегро-дифе-
ренціальному рівнянню: 


Q
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                                                                              (12) 
Розглянемо задачу (1–3) у випадку lm  . 

Позначимо через ))(,( GBQC 
  простір функцій 

 ytxV ,, , визначених і неперервних в області  

GQ  , які для кожної фіксованої точки 

Qyt ),(  належать простору )(γ GB , 
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Теорема 1. Нехай справджуються  умови те-
ореми 2 з праці [3] і нехай функція ),,( uxtF за-

довольняє умову (4), а ))(,( GBQCK 
 , де 

ATn )12(δ  , A –  додатна стала. Тоді для всіх 

ε , 0εε  ,  для довільного фіксованого η  та  

майже всіх (стосовно міри Лебега в npR  ) векто-

рів  th, , де   n
n Rttt  ,...,1 , існує єдиний 

розв’язок задачі (1)–(3), який належить замкне-

ній кулі )(),( )2,(0 QCruS mn і неперервно зале-

жить від функції ),( xtf , де 
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V – об’єм області G . 

Доведення. Застосуємо принцип нерухомої 

точки Качіополі–Банаха. Позначимо через P – 
оператора, який визначений на множині функцій  

),( 0 ruSu , таким чином:  
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(13) 
Тоді рівняння (12) запишемо у вигляді 
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Позначимо через Z – сукупність функцій 
   QC mn 2,  для яких виконується нерів-

ність  
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Із кожним Z оператор P  переводить ку-

лю ),( 0 ruS  у себе. Дійсно, 
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На підставі формули (14) нерівностей (16–18) 
із [3] та формули (5) отримуємо, що для майже 

всіх (стосовно міри Лебега в npR  ) векторів 
 th,  справедлива оцінка  
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Покажемо, що P – оператор стискання. Не-

хай ),(, 0
21 ruSuu  , а Zν . Тоді для майже всіх 

векторів   n
n Rttt  ,...,1  і  майже всіх pRη : 
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Очевидно, що оператор P  неперервний за 
ν . Із принципу Качіополі–Банаха випливає до-
ведення теореми. 

Зауваження. Розв’язок задачі знаходимо як 
границю за n  послідовності  ),( xtun , де 

NnxtuPxtuxtuxtu nun   )),,((),(),,(),( 1
0

0 0
;

0uP – інтегро-диференціальний оператор, заданий 

формулою (13), а ),(0 xtu – розв’язок незбуреної 
задачі (1)–(3), із праці [3]. 

За допомогою принципу нерухомої точки 
Шаудера можна довести існування розв’язку за-
дачі (1)–(3) не накладаючи умову Ліпшіца на  
функцію ),,( uxtF . 

Теорема 2. Нехай виконуються умови теоре-
ми 1, крім нерівності (4). Тоді для всіх ,ε   

)(εε 1 BMr , довільного фіксованого век-

тора η  та майже всіх (стосовно міри Лебега в 
npR  ) векторів  th, , де   n

n Rttt  ,...,1 , існує 
єдиний розв’язок задачі (1)–(3), який належить 

замкненій кулі )(),( )2,(0 QCruS mn , де MB, – 

сталі з теореми 1. 
Доведення. Скористаємось принципом неру-

хомої точки Шаудера. Позначимо 
0uPP  . Ана-

логічно, як і в теоремі 1, доводиться , що якщо 

1εε  , то оператор P  переводить опуклу за-

мкнену множину ),( 0 ruS  в себе. Покажемо, що 

P – неперервний в кулі ),( 0 ruS оператор. Нехай 

Nqxtuq ),,( , послідовність функцій з ),( 0 ruS  

така, що 
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Із неперервності  функції ),,( uxtF в області 

1Q  випливає, що для довільного  0σ   за доста-

тньо великих )σ(, 0qqq   виконується нерів-

ність 
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Доведемо, що множина )()),(( 0 SPruSP   
відносно компактна. Для цього треба показати, 
що функції кожної з множин  
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є рівномірно обмежені та одностайно неперервні. 
Перше випливає з того, що в області 

),()( 0 ruSSP  . Покажемо одностайну непе-

рервність функції множини )0,,0,2,0( mE (для фун-

кції решти множин доведення аналогічне). Ура-
ховуючи формулу (12), ці функції можна записа-
ти у вигляді  
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Із рівнянь (5), (6) і умов теореми випливає, 

що для майже всіх (стосовно міри Лебега в  pR ) 
векторів h  і  для майже всіх (стосовно міри Ле-

бега в  nR ) векторів t ряд  

   


1
τ,)τ,(

k
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абсолютно і рівномірно збігається в області 
QQ   до деякої неперервної функції 

),τ,,( yxtR . Тоді для будь-якої функції )(SPz  
справедлива нерівність 
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з якої випливає одностайна неперервність 
функції з множини )0,,0,2,0( mE .  Теорему доведе-

но. 
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