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4) знаходять номер ц агрегату Д (, який змінив свої значення в момент часу іх:
ф »Н = arg mm а г ; , ;

1

5) визначають нове значення
2,, («, + 0) = (v,, (г, + 0), І, (г, + 0))

агрегату згідно з законом розподілу ймовірностей.
6) здійснюють реалізацію ланцюжків миттєвої передачі сигналів, використовуючи схе

му стикування: перший ланцюжок починається від агрегату А1 з урахуванням зміни станів
значень дискретної компоненти V, 1 (^ -  0), V (*, + 0) ;

7) реалізують перерахунок стану процесу функціонування об’єкту, в результаті чого 
визначається нове значення

(на відміну від попереднього алгоритму спочатку фіксуються значення V, = У((/} 4-0), 
т, = 5, (іі -  0), а потім моделюється значення випадкових величин + 0), 1 < і < п );

8) визначають значення Z(t0 + 0) і здійснюють перехід на крок 2.
Цей спосіб є більш трудомістким в обчислювальному відношенні в порівнянні з пер

шим способом, оскільки в кожний вузловий момент доводиться моделювати всі неперервні 
компоненти.
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ДВОЇСТА НОРМ АЛІЗАЦІЯ ТАНГЕНЦІАЛЬНО-ВИРОДЖ ЕНОЇ ПОВЕРХНІ Уиг_,

і в канонічному вигляді її рівнянь менше з чисел коефіцієнтів одного знака дорівнює і . Тоді 
можна визначити півгрупу колінеацій, а, отже, і відповідну проективну метрику. Одержаний 
метризований простір з цією фундаментальною групою називається розширеним неевклідо-

Z{tx + 0) -  (Zj (tx + 0),..., Z n (fj + 0))

Список літератури

Стаття надійшла до редакції 21.01.02.

УДК 514.75

М.Ф. Гребенюк, канд. фіз.-мат. наук, доц.

Розглянуто диференціальну геометрію тангенціально-вироджених поверхонь неевклідо- 
вого простору. Одержано диференціальні рівняння, які визначають тангенціально-
вироджену поверхню Упг_х в просторі (8 п, що віднесений до рухомого автополярного но
рмованого реперу, двоїсту нормалізацію направляючої поверхні УТу  сенсі А.П. Норде на.

Нехай у проективному просторі Рп задано невироджену гіперквадрику

(1)

вим простором 18л індекса £ [1], а гіперквадрика (1) -  його абсолютом. 
У рівняннях інфінітезимального переміщення репера

СІМ ] -  ш* М К ,
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пфаффові форми со* простору £5п задовольняють рівняння структури

= со̂  л  со£

проективного простору Рп [2] і умови

^Чц ~ Чи^] Чж^7 Чи® ' (2)

що забезпечують збереження абсолюту простору ^5П [3].
За допомогою симетричного відносного тензора ди можна визначити аналог скалярно

го добутку

(А,В)=пд„а!ІЇ  (3)

для точок А і В, що визначаються відповідно за векторами 

А = а1М ,;  В = Ь]М ] ,

де о -  деяка стала; ч'па}Ь£ -  значення білінійної форми, що полярна квадратичній формі, яка
знаходиться в лівій частині рівняння (1).

З рівняння (3) випливає, що відбуваються співвідношення
(М}, М  у) = одп . (4)

Точка А лежить на абсолюті простору *5̂  тоді і лише тоді, коли виконується умова
(А, А) = 0. Крім того, якщо виконується рівність (А, В) = 0, то кажуть, що точки А і В поляр
но спряжені стосовно абсолюту простору.

Репер {М0,...,МП} простору *8п називається полярним, якщо вершина М0 не лежить на
Л  А

абсолюті, а вершини М^ = 1,2,...,п) лежать на полярі точки М0 стосовно абсолюту про

стору . Відповідно до рівностей (3) і (4) знаходимо, що в полярному репері відбуваються спів
відношення

С  * 0; <4 Ф 0; || Ф 0.
Позначимо

_ 1 ,
Чи “  ~ Г  Чи ’

(5)

(6)
00

тоді з умови (2) інваріантності тензора д'п відповідно до співвідношень (5) випливає
>•

0)“ = ~чгу ;

# « = * « ( 2со: + ©)-

(7)

(8)

Враховуючи рівності (7) і симетрію тензора дГ], знаходимо
А  А  Л

<2со° = о)'ш° -  л  ш7 = 0.

Отже, форма є повним диференціалом деякої функції X, тобто о>° = сїк 
Після перенормування

М 0 -  є ^М 0

вершини М0 одержуємо

<м, = е ^ ю Х - ,

тобто (1)ц =0.
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Якщо повернутися до старих позначень, то з умов (2) і рівностей (5)—(9) випливає, що в 
одержаному репері відбуваються співвідношення

« » “ « 'V » ;  9  = < і 1 п < = 0 ;  (10)
А  А

йЯГі =Чи ^  + ч1іЮ1г  (11)

Оскільки матриця Ц^Ц метричного тензора є регулярною, то можна ввести матрицю 

, обернену до матриці \\ди ||, так, щоб

Якщо віднести простір г5я до рухомого автополярного нормованого репера 
{Мп,...,Мп}, тобто до репера, при якому

0, якщо /  Ф К\
1, якщо І -  К,

то із співвідношень (1)—(12) випливає, що форми задовольняють рівності [4]

®К ~~ &ІК®І »
кк //

Д е  і̂к ~ Я Я я ~ ЯккЯи ~ ЯккЯ *
* 7 іУ просторі 8п розглянемо плоский елемент (А, т), що складається з точки А і гіперпло-

щини т, яка проходить через неї. Нехай точка А і гіперплощина т залежать від г (1< г < л-1) неза
лежних параметрів. Тоді при зміні параметрів точка А описуватиме г-вимірну поверхню Уг, а
сім’я гіперплощин т -  деяку тангенціально-вироджену гіперповерхню У*_х, що володіє
(п-г-І)-вимірними плоскими твірними.

Нехай у неевклідовому просторі /5Я задано неізотропну (п-І)-вимірну тангенціально-

вироджену поверхню У ^  з неізотропними твірними. Віднесемо цю поверхню до рухомого

автополярного нормованого репера {М0,М 1„..,М Л} простору £5П так, щоб перші його точки
М а,М 1,...,Мя_г_і лежали в її (п-г- 1 )-вимірній твірній, точки Мп_г,. . .М а~і -  у дотичній площи
ні до напрямної поверхні Уг, а точка Мп доповняла їх до повного автополярного нормованого 
репера простору * Зп. При такому виборі репера тангенціально-вироджена поверхня У ^  у
просторі £5 п визначається диференціальними рівняннями:

ю^=0; со” =0; (0^=0;

ю- = Л орсор; А0р = Л .п; Л = сІМа А Ф 0;

<  = ,

де Л“5 -  елементи матриці ||л“р| ,  оберненої до матриці Л«Р

Л а р -  6^.

Нехай тепер і в подальшому

= 0 Д ,...,п -г -1 ;

ос,р,у,... = п - г , . . . ,п —1.

і



230 В існик Н А  У. 2002. М І

Відповідно до автополярності репера маємо: 

ш °-0 ; со^=0; (о“ =0;

<  = -єлЛІ,®’ ;

= -Еф«*1;

= - е?»л рг®: •
Продовжуючи диференціальні рівняння (13), знаходимо:
УЛ,_ф = -Л ар(о>" +оі°)+ Л ^ а » ; ;

= - Х > :  + ;

УХ? = Х > ;  -  ;

у л 8” = - а8“ (©; + о ”) -  .

В околі другого порядку елемента тангенціально-виродженої поверхні У ^  будуємо ве
личини

в = -  ;г

В'
г

маємо

У8В '= в х ;

V 8в- = в х  ■
Отже, величини Д  та Д  є відносними тензорами.
Під двоїстою нормалізацією тангенціально-виродженої поверхні Уїіг_1 будемо розумі

ти нормалізацію напрямної поверхні Уг у сенсі А.П. Нордена, причому в кожному центрі М0 
нормаль другого роду <7 Дг„_г тангенціально-виродженої поверхні містить твірну Д !_г_1 тан

генціально-виродженої поверхні У ^ . Вимога щодо інваріантності нормалі

.  , , а ] ,

де М = М „ + ч ' М , + ч а М а <

ш ссобумовлює такі умови на величини V : для довільної точки К, де

що належить нормалі ,7 А ^ г , маємо 6К = ©ЯГ. Звідси випливає

бх0Мо + х£’тї°М0 + 5х!ЛГ + х'7Г*М. + 5хп[м +\'М. +УаМ а]+о о о і і  к і. /ї і а  і

+ х"[я”Мп +бу'М, +ч'п*;Мк +8чаМ а + у“я8Мр]=
= в[х°М 0 + х ‘М, + х ”(м л + \ ‘МІ + у “М„)];

М0: 8х° + х°пІ = 0 х°;

Мп :8х" + лг"Х = 0 х”;
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М І : 8х‘ + * Х  + 8 х V  + х"8у ‘ + х"уХ  = ©(х‘ + х V );

М а : 8х“у° + У 8 у“ + = ©х“у “ =>

=Цбх ” -  0х" )у“ + х° (бу“ + у"^  )= 0 =>

=>У8у“ = уХ -  (14)
На величини Vі ця вимога не призводить до жодних умов. Але якщо, крім того, вимага

ти інваріантність прямої [М0, Я], то величини Vі повинні задовольняти наступні рівняння.
Для довільної точки Я, де
Н ^ х ° М 0+хп Я ,

що належить прямій [М0, Я], маємо 5Я  = 0 Я  . Звідси випливає 
ЬхсМ„ +х°жІМ0 + Ьх"(м„ +у‘М, + у”М„)+
+ х"(я„”М„ + 8 у‘М, +у‘л кМ к +8 у”М„ + уХ м р)=

= 0  {х°М0 + х" {мп +у'М , + У°М„)] ;

М „ : 5х" + х"п"„ = в-*”;

М г і&я'У -кл^бу1 + х"укя* = 0 ^ ’

=> (дхп -  0  Xя )у‘ + х" (бу11 + уХ  )=  0 =5.

=» ̂ У ' = У‘ <  .
Отже, як величини Vі можна взяти тензор другого порядку В1. У подальшому будемо 

вважати, що пряма [М0, Я] є інваріантною, що дозволяє як точку Я  взяти

ЛГ(у)=М„+у“Ма + В,М 1,

де величини Vа задовольняють рівняння (14).
Задания поля тензора У визначає поле інваріантних прямих [М0, Я(у)], а отже, поле ін

варіантних нормалей другого роду

<7ЛГ„->)= №(у)І .

Нормаль першого роду *2ЕГ_1 натягнута на точки 

Я  ~М  + у°М1 т  и  ІГ± а  ' у  а £ГЛ о *

Вимога щодо інваріантності площини *гЕг_х рівносильна тому, що величини у° задо
вольняють наступні рівняння.

Для довільної точки Р, де

що належить площині ігЕг_1, маємо 5Р -  © Р . Звідси випливає 
8х°М0 +х°п°оМ 0 + (Ма +У°аМ 0)+

+ *“ ( ? > „  +8у іМ о + уХ М „ ) = й [ / М ,  + *“ (м „ + у , х Л  =>

М а :5ха + х рЯр - 0 х а;

М 0 :5х° + х 'Х  + 5хау° + ха(бу" + у "я”)= ©(х° + х ау° )=>

=> (8х“ - 0 х “ ^ °  + х “ (бу° + уХ ) = 9 х° - 8 х° - * Х  =>

=>*“ (- + 8у° + у°л° )= 0 => У6у° = - уХ  •
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Отже, поля тензорів Vа і визначають поля інваріантних нормалей відповідно до 

першого та другого роду тангенціально-виродженої поверхні .
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Г АМТ ЛЬ ТОНОВА ФОРМА МЕХАНІКИ ДИСИПАТИВНИХ СИСТЕМ  
І ДЕЯКІ АНАЛОГИ ЗАКОНІВ ЗБЕРЕЖ ЕННЯ НЕТЕР

Розглянуто гамільтонову механіку дисипативних систем з дисгтацією, пропорційною 
першому і другому ступеням узагальненої швидкості.

У роботі [1] було запропоновано перетворення «фізичного» фазового простору (уза
гальнених імпульсів і координат) для дисипативної системи з частками змінної маси в новий 
фазовий простір, у якому рівняння Гамшьтона не містять узагальнених сил і методи теорії 
консервативних систем, вивчалася система з дисипацією, пропорційною швидкості частки в 
першому степеню. За аналогією з консервативними системами були отримані основні ре
зультати для вказаних дисипативних систем, зокрема, рівняння Гамільтона-Якобі, інтеграль
ні інваріанти Картана і Пуанкаре-Картана, теорема Лідвілля, показано, що статистичні се
редні, обчислені в обох просторах, збігаються, розглянута система N  часток змінної маси, що 
рухаються з релеєвською дисипацією в континуальному середовищі. Якщо функцію Лагран
жа зобразити у вигляді

N ( N ^
і - = 2

* • * -
ехр р. яг д,~  2 а ,. ф -  2т~ . ехр р. п 1 + 2 ф ,

М к } 1 )
(1)

то рівняння Ейлера-Лагранжа з точністю до постійного множника збігаються з рівняннями 
руху системи. У співвідношенні (1):

Р(0 = / е(* ~ ;
0

ос

й. (0 = і  е(? -  ?)ехр (3(5К‘ (я, -(ч) %)+т( р̂, {д, (її), ,
0

де т -  маса частки; 1\г -  потенціал зовнішніх сил; Фу -  #,|) ~ потенціал парної взаємодії;

6 (?-£,) -  східчаста функція Хевісайда; к -  коефіцієнт опору середовища; V -  швидкість руху 
середовища; 0 1 (я( (о)Л)~ швидкість відльоту ( приєднання) маси.

Якщо ввесги новий фазовий простір зі змінними р *, §*, що пов’язані з «фізичними» 
змінними р1 , співвідношеннями:

Р* = 2 т _1ехр р(і) £  + 2а,(ґ); я* = я>,


