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НАБЛИЖЕННЯ ФУНКЦІЙ ДВОХ ЗМІННИХ ПОЛІНОМІАЛЬНИМ СПЛАЙНОМ 
НА ОСНОВІ В-СПЛАЙНІВ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ

Досліджено асимптотичні властивості локального поліноміального сплайна двох змін­
них на основі В-сплайшв третього порядку. Сформульовано та доведено відповідні тео­
реми. Наведено приклад реалізації сплата при опрацюванні даних.

Нехай маємо спостереження реалізації по характеристиках Т , <2 об’єкта дослідження, 
що є аргументами деякої р = р (і,ц )  функції. Поставимо за мету знайти наближення р(і,ц )

за масивом { 1,У }. Зафіксуємо два розбиття АІь, осей спостереження точка­
ми (іє  2 ) з кроком і точками ц} ~ рід, (у є 2 )  з кроком , відповідно до яких
задається Ак к розбиття площини спостереження. Отже, постає задача: на розбитті А ^^
знайти наближення функції р{і,ц) за масивом {(/, , < ? , ) > 2  }, де ,ц}) -  внут­
рішня точка області, що є усередненням від значень р ? вихідного масиву, кожне з
яких належить області ,ґ( )}.

Двовимірним сплайном порядку т дефекту к (і<к<т) за змінною і і порядку п де­
фекту І (1 < І < п) за ц , щодо розбиття ^ , називають функцію 5 (г,^)є с т~к'п~1, яка на ко­
жній ділянці розбиття ь є алгебричним багаточленом ступенів т по Г і п по ц .

Згідно з роботою [1] поставимо відповідно до масиву значень р= {ри ,іє  2 , у є 2} 
локальний поліноміальний сплайн на основі В-сплайнів третього порядку:

53о(р.?.9) = Х Е вз Л г- !А )в з,/,,(?-ІЇ ,)Р ч  ’

де з точністю до аргументу [2]

]_
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(4+ 2;/й, У,
-  3(2( /  Н, У -  12(2ї /  Л, У + 32, 

3(2;//і,)3-12(2г/й,)г +^2,
(4 + 2Щ  У,

ц > 2/г(;
—/гД‘

і є [- кг0 \
[0,/гД*

і є [/іг,2/гД

Для значення функції р(і,д) на (/,_/) -му елементі розбиття

Р 1} -  Р и +  е 1.} »

де є -  похибка;У /

р і .і  =
і

((-І)А, (У-1)А.
І  І  р(і,д )& сід , і,]Є 2 ,

можемо записати
\р  {* >Я) -  5з о ( Р.>. Ч )| ̂  ІР ■« ) -  53,0 ( Р 4, Я )| + є ||53,01,

де Є = тах

(2)
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І М  = т Р тах 5з,о (є >ї,ч)\ •Ь <| *>я р*;
Отже, для визначення якості апроксимації функції р (/,<?) сплайном (1) постає задача 

оцінити кожен зі складників правої частини (2).
Теорема 1. Якщо р(г,#)є С3,3, то при —> 0, /г̂  —̂ 0 рівномірно за / і ^ має місце

асимптотична рівність

р(1̂ У 5г.оіР.>)=-~гР’і( і .д ) -^ т Р24 " ^  -  Р ,у М + о (/і4),24 * 576
де И, ~

Доведення, Розглянемо розкладення функції р(г,д)є С3'3 у ряд Тейлора поблизу точки
((і-0,5)А,;(;-0,5)й,):

р(+ч)= р{і*,Ч*)+ р,'(<*<?*)т+ р' (г*,<?*)у + і р '  (г*,д*)т2 + р ' (г*,ч *)ту +

+т р '> (г*,<?*К +7 Р*(**.<?*)т3 +7 р '  ( і*л* )т \  +7 р" (г*,4 *)гу2+2 4

+ ■ (**,9* К  +і р ((14) (і*,ц * у у  + 1 р (,4Д?*,9*)г3у +і р ,(г4)! (г*,д*)т2у +

ф ї ’ (г* ^ ) п '3 (**,7*)Г3У2 + (г ,9*)г2у3

+^ Р , у ( г*’9 *)т3у’ ’

де Г* = ( і -  0,5)/ї( ;

д* = (;-0 ,5)/г9;

Г = Г -г*  ;
V = q - q * .

має вигляд

5з о (М я )  = (р>**, ?*) + 53' 0(р,/*, # *)гт + Я' 0 (р,**^*)? V + ^ * 0(рА*,д* \2 т 2 +

+5зд (р >'*> 4 *)„ ТУ + ^ £ 3' 0 (рД *4 ^  V2 + ^ 0 (р,Г* ? *),3 Т3 +

А ^ Л р^ ’Я* ) , ^  + ^ " 0 (р ,г*,9*)?!ту2+І 53"0(р,г*,9*)?5у3 +

+ ^ 4 о  (р р * .я * ) ,,у у  + ^ 5 3(0 (р >**> ?*),у  Т2У2 + ^ 5 $  (р7*,<?*)1?3 ТУ3+

+^ 5$(/М *.?*),у  73У2 + ^ -5 $  (р/*,7*)А/ г2У3+^5<?(р,/*,? *)(у т3у3,

або з урахуванням розкладень у ряд Тейлора кожного зі складників та величин р ^  ч , рм ,

Р і-1,7+1 » Р і-І,;+2  ’ Р і ;-1  ’ Р і,]  * Рі,7+1 ’ Р і,;+ 2  > Яі+1,;-1 » Рі+1,у ’ Рі+1,;+1 » Р і+1,7+2 » Р і+ 2 ,;-1  » А + 2 ,;  > Р і+2,7+1 > 

Р і+2 1+2 '
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де

53,о (р,*,ч)= р +~ р^ + ^ < Л 2 + | ^ / $ Л Ч 2+ гіт+^ р " к?т+ ^ р " * н2°т+24 24 24 щ 4

+ 25_
576 л (*МЧ2т+ # +^ р ”$ у + { ї р7 ііі у + + І # * 2 +24
1 5 р (Л/г?т2 + р'тУ + — р(34)/г2ТУ + —  р [Ъг:тУ + р^\ йЖ ту +

*/У « 24 24 9 576 9 9■«Л
2 24
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2 4 2 24

р (21/г2ТУ2 + — р^у3 + - — р (з51/г2г 3 + -р л  т2у + 
г ( У 6 ^ 6 24 9 9 2 4

+——  р й / і2гу +—р ^ ту 2 + —~ р ^ 2/г2,гу2+—р^у3 + — ~ р ^ а/г2у 3 + 
2 24 ^ 9 9 2 2 24 м 6 9 6 24 ' 9

+7 Рл ™  + 7  77 Р,(§  кУ ^  + -  Р $  т V 2+\  р {*)XV3 + і  2 -  р $  й,2тV3 +1 (4) 3 1 5у  Т3У + ------
6* ‘9 6 24*19 6 24

1 1+— р?1т V  + — р (?3т2у3 + —  р16)3т V  + 0  (А4). 
12 'У 12 ' 9 36 19 К '

Тоді

р(*>я)~ 5 (р>г>?) = ~ т У  [ р ' + р,Ті+ р ”,у Рл,’™ + 1  Р,¥V2 + 1 Р,у ™2 + 7 Р л К  +
2 2 624

1 \

+ - Р ,у ху3
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у
— ь2

24 9

1 1

\
р г  + р", Т + р і V Н---р (24ІТ2 + р^ТУ + — р (3)2Т3 +*У ^ 1 'V ^ ** ї

+— р ? \т2У + — р {зб)3т3У 
2 19 6 19 25 кгК  ( р у Т + Л у У + Л у '̂  )+ ° ( /г4 ) =

/ 576

= ~ м к' р 'г ^ ~

.(«)

\ у >  (<.?)- Ш ^ і ї к р ї ' А л ) * 0 ^ ) '24 ’ «
1

Р,' М =  Р,' + Л’т + Р,1У + Р,1СТУ У  Р л У  У  Р л У  У  Р ,уу3 У  Р л У ;
1

576

>(̂) 1 (3),/3 і і п М ™ 3-
б ' 5

р’г ('.<?) = р;2 + Р," * + Р >  + ^ Р ,у * 2 + р ^ + і р < у  Л + і р ^ т 5у ;

Р,у М  = Р,у + Р .ут + Р.УУ + Лу™  ’

розкладення у ряд Тейлора даних похідних функції р (г,^)є  С3,3 поблизу точки (?*,#*)
Теорему доведено.
Наслідок 1. При /гг —> 0, /і —> 0 для \/р (?,<?) є С3,3 є вірним

| р ( '.9 ) - 5 зд(р >0|
5й;_
24 р ' (М ) +

24

2 * 2

Ру (*■?)
2 5 0

+ г -Ц
576 Ра?і (М ) + о (й4).

Проведемо оцінку норми сплайна (1).

Теорема 2. Для сплайна 530 (рд,^) є вірним

і5з,о|Н|р

Доведення. Розглянемо зображення 530(рД,#) у вигляді:
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5го (Р’і-ч) = : ^ ; ( ( 1 - * ) 3 0  -  у)3 Р н н  + (! -  ХУ (Зу3 -З у 2-15у + 23)р,_11 +

+(і-дг)3(-Зу3-З у 2+15у + 23) р,__1]Л +  (і -  х)3 ( і  +  у )3 р , _ І І + 2  +

+ (Зх3 -  Зх2 - 15х + 23) (і -  у )3 р , +

+ (Зх3 -З х 2 -15х + 23)(3у3 -З у 2 -15у+ 23)рі; +

+(Зх3 -Зх2 -15х+23)(-3у3 -Зу2 +15у+23)р,;+1 +

+ (Зх3 -  Зх2 -  15х + 23)(1 + у )3 рм+2 + (-Зх3 -  Зх2 + 15х + 23)(1 -  у )3 р,+1/_, + 

+(-Зх3 -Зх2 +15х+23)(3у3 -Зу2 -15у+23)р,ч, +

+(-Зх3 -Зх2 +15х+23)(-3у3 -Зу2 +15у+23)рІ+1 ;|| +

+(-Зх3 -Зх2 +15х+23)(і+у)3 рІ+1у+2 +

+(' + х)3(і у)3 Р,,і,-і + (і + х)3(Зу3 -З у 2 -15у+  23)т> (2у +

+ (1 + х )3 ( -З у 3 -  Зу2 + 15у + 23) р [+2 ,+1 + (1 + х )3 (1 + у ) Рі+2 у+2»

^ М « ’" ® . ^ ) ,  |х|<1;

^ = — ( ^ - ( 7 - 0 ,5 ) ^ ) ,  |у|<1

Тоді

1
2304 Р тих А (х ,у ),

А ( х , у )  = ( І - * ) 3 (1 -у )3 + ( і - я ) 3 (Зу3 -  Зу2 -1 5 у + 23) + ( 1 - х ) 3 ( -З у 3- З у 2 +15у + 23) +

+ (1-х)3 (1+ у)3 +|(3х2-3х2 -15х + 2з)(і-у)3

- 1 5х + 23)(3у3 -  Зу2 - 1 5у + 23] +

+

+ (Зх — Зх

+ +

+ +

+

+

+

(Зх3 -З х 2 -15х + 23)(-3у3 -З у 2 +15у+ 23) + (Зх3 -Зх2 -15х+23)(і+ у)’ 

(-Зх3 -Зх2 +15х+23)(і-у)3|+|(-Зх3 -Зх2 +15х+23)(3у3 -З у 2 -15у+23) 

(- Зх3 -  Зх2 + 15х + 23Х~ Зу3 -  Зу2 + 15у + 23] + (- Зх3 -  Зх2 + 15х+ 2з)(і + у У 

(і+ х)3 (і -  у )?| +|(1+ х)3 (Зу3 -  Зу2 -1 5у + 23) +

(і+х)3(-Зу3 -З у 2 + 15у+ 23) + (1+х)3(і+ у)

+
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Враховуючи, що функція А(х,у) парна, для знаходження її максимуму достатньо роз­

глянути ЇЇ для х є  [0; і], у є [0; і ] . Для цих х , у , зважаючи, що вирази під знаком модуля 
більші нуля, маємо

шах А(х,у)= 2304.
^[0,і],уе[0Л] у 7}

Отже,

І М  Ф

З іншого боку, для будь-якого частинного випадку;

Тоді для х -  0 , у = 0 маємо

5з,о 2304^ '”1"/~1 + + + 23 А,7-і +529/7,7 +529р[]+1 +

+23/М+2 + 23 Д+ 1 1 + 529РІ1,! + 529РІ1 ;+1 + 23Р*+и +2 + А+2,̂ 1 + 23 Я * , +

+ 23Я+2,7+1 + Р *+2,7+2)•
Якщо

то

■■г- Т *  Т  * Г  ^  ^  т

Рг-1,7-1 ~  Р |-1  ;  — Р (—1,7+1 — Р і—1,7+2 "" Р г,;-1  “  Р і ] ~  Р і J+l ~  Рі,]+2 ~~

*
А+1,7-1 "  Р і+І } ~  Рі+1.7+1 "  Р і+1,7+2 ~~ Р і+2,7-1 ”  Рі+2 ) ~  Рі+2у+1 ~  Рі+2 ]+2 Р

|530(р)||> 530( р )  > 530(р*ДО )=||р

а отже,

*

Теорему доведено.
Наслідок 2. Для Vр(і,д )є  С3,3 має місце

р (‘>я)-$з,о{Р,< Р’г {і,Я) И" /V (*.?) + 23У \2
576

р ||+ о (й З 4). (3)

З наведених теорем випливає, що розглянутий сплайн має високі апроксимаційні влас­
тивості (3). Легкість реалізації обчислювальних схем, побудованих на основі сплайна (І), дає 
право рекомендувати його для використання при побудові різного роду поверхонь за даними 
спостережень. У цьому разі розглядаються дві задачі, що можуть бути розв’язані; згладжу­
вання даних та поповнення даних. Якісне розв’язання першої задачі забезпечується асимпто­
тичними властивостями сплайна, другої -  за рахунок того, що сплайн (1) є аналітичним зоб­
раженням наближення функції спостережень. Розглянемо приклад застосування сплайна при 
побудові реалістичної моделі земної поверхні. На реальній місцевості розміром 6x6 км з 
кроком 0,1 км знімалися значення відмітки над рівнем моря (рис.1). Застосування сплайна 
проводилося так, щоб одержати значення рівня земної поверхні кожних 0,01 км (рис. 2).

Порівняльний візуальний та кількісний аналіз макетів місцевості засвідчує адекватність 
підходу за використанням зазначеного локального поліноміального сплайна на основі В-сплайнів 
третього порядку.
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Рис. 1. Макет місцевості Рис. 2. Макет місцевості після згладжуван­
ня та поповнення даних сплайном
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СТРУКТУРНА ІДЕНТИФІКАЦІЯ БАГАТОВИМІРНОГО ОБ’ЄКТА 
ЗА ДАНИМИ НАТУРНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ

Розглянуто задачу структурної ідентифікації динаміки багатовимірного об’єкта, яка
дає можливість скласти основні положення методики обчислень оптимальних оцінок
динамічних характеристик багатовимірного об’єкта і діючого на нього зовнішнього
збурення за даними експерименту в штатних режимах експлуатаці ї.

Алгоритми структурної ідентифікації динаміки багатовимірного об’єкта дають можли­
вість скласти основні положення методики обчислень оптимальних оцінок динамічних хара­
ктеристик багатовимірного об’єкта БМ і діючого на нього зовнішнього збурення за даними 
експерименту в штатних режимах експлуатації.

Для структурної ідентифікації сигнали повинні вимірюватися так, щоб за результатами 
вимірювань можна було б оцінювати кожний з основних блоків БМ як розімкнений елемент. 
У сталих режимах руху всі обумовлені сигнали і перешкоди доцільно вважати випадковими 
стаціонарними процесами і їх реєстрація повинна проводитися з урахуванням можливості їх 
подальшої статистичної обробки.

Етап визначення статистичних характеристик сигналів контура керування будемо нази­
вати етапом первинної обробки сигналів. Виконання етапу первинної статистичної обробки 
на ЕОМ можливе при наявності відповідних програм.

Маючи динамічні характеристики сигналів і використовуючи алгоритми розв’язання 
задачі ідентифікації, можна приступити до етапу повторної обробки, тобто розв’язанню за­
дачі ідентифікації.

При використанні запропонованих спектральних алгоритмів ідентифікації в рішенні 
практичних задач ідентифікації необхідні такі етапи робіт:

-  підготовка об’єкта ідентифікації, відповідних вимірювальних і обчислювальних сис­
тем до експерименту і проведення експерименту для ідентифікації;

-  первинна обробка вхідних і вихідних сигналів об’єкта (рис. 1) для складання матриць 
спектральної і взаємної спектральної щільності сигналів, що вимірюються, в тому числі


