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Побудовано універсальну теоретичну модель, у рамках якої можливий кількісний опис ЕН-прискорювачів 
і споріднених пристроїв на їхній основі (ЕН-систем). Опис такої універсальної моделі можна здійсню-
вати в теорії ієрархічних коливань і хвиль. Для розв'язання нелінійних задач теорії ЕН-систем запропо-
новано використовувати ієрархічну версію методу Боголюбова, метод усередненого рівняння для густи-
ни струму та метод ієрархічного перетворення координат. 

Вступ 

ЕН-прискорювальні системи [1] відрізняються 
великою різноманітністю можливих моделей і 
фізичних ситуацій, що можуть бути реалізова-
ними на практиці.  
Наприклад, розрізняють стаціонарні і нестаціо-
нарні моделі з лінійно, циркулярно й еліптично 
поляризованими ЕН-полями, моделі ЕН-
прискорювачів, ЕН-формувачів, ЕН-охолод-
жувачів і лазерів на вільних електронах (ЛВЕ) з 
ЕН-накачкою тощо [1–6].  
З фізичного погляду всі відомі ЕН-системи  
характеризуються явно вираженою спільністю 
базових робочих механізмів. Це дає надію на те, 
що, якщо і не для всіх, то принаймні для пере-
важної більшості ЕН-систем можна розробити  
універсальний теоретичний підхід.  
Основна мета цієї роботи – розробити універ-
сальну модель та сформувати концептуальні під-
ходи до її вивчення.  
Модель такого класу дійсно може бути побудо-
вано, а відповідний універсальний підхід може 
бути ефективний на практиці.  

Універсальна теоретична модель 

Сформулюємо перелік основних властивостей 
ЕН-систем, що мають бути враховані в рамках 
універсальної теоретичної моделі.  
Насамперед, відзначаємо, що згідно з викладе-
ним у праці [1] матеріалом, траєкторія руху за-
ряджених частинок у робочому об’ємі приско-
рювального каналу ЕН-прискорювача у загаль-
ному випадку повинна вважатися тривимірною.  
Відповідно і модель повинна бути тривимірною. 
Принципова особливість всіх без винятку  
ЕН-прискорювачів – ондуляторна природа  
траєкторій частинок, що прискорюються [7].  

Причому формуватися такого сорту траєкторії мо-
жуть як ондуляторними, так і неондуляторними 
електромагнітними полями різної конфігурації [8].  
Через специфіку базового робочого механізму 
ЕН-прискорювачів [1] усі ондуляторні поля по-
винні характеризуватись значною кількістю про-
сторових ондуляцій (періодів коливань, осциля-
цій) на робочій довжині системи.  
З фізичних міркувань ці осциляції можемо  
вважати швидкими.  
На тлі цих швидких просторових коливань (он-
дуляцій) неондуляторні поля, як правило, вияв-
ляються повільно змінними в часі і координатах. 
Формально це означає, що за період одного шви-
дкого коливання (ондуляції) кількісні характери-
стики повільних полів (індукції повздовжнього 
магнітного поля, напруженості електричного по-
ля) змінюються несуттєво. При цьому помітні 
зміни зазначених характеристик спостерігаються 
лише за велику кількість коливань. Самі ж онду-
ляції реально можуть бути як  
періодичними, так і неперіодичними.  
Періодичні поля, у свою чергу, можуть мати як 
гармонічну, так і негармонічну природу. Причо-
му, як було продемонстровано в праці [1], мож-
ливі ситуації з використанням як залежних, так і 
незалежних методів генерації вихрового елект-
ричного і магнітного полів. 
Отже, в загальному випадку всі електромагнітні 
поля у нашій моделі (як задані, так і генеровані) 
можуть бути умовно розбиті на дві частини: 
– ондуляторні, що є швидкозмінними в часі та 
просторі; 
– неондуляторні що, є повільно змінними. 
Однак, як відзначалося в праці [7], у будь-якому 
разі траєкторія руху частинки має ондуляторний 
характер. 
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Постановка завдання 

Усі зазначені властивості ЕН-систем можуть бу-
ти формально враховані для полів: 
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де 

E , B


 – напруженість електричного та індук-

ція магнітного полів відповідно;  trQej ,0,


, 

 trQml ,0,


 – просторово-часові оператори 

«включення–виключення» електричного і магні-

тного полів; 0E


, 0B


 – аналогічні характеристики 

«глад- ких» (тобто, не осцилюючих) полів; jE


, 

lB


 – комплексні амплітуди; ljp ,  – фази осциля-

цій полів; mi, mj – цілі числа (mj, ml = 1, 2, ...).  
У найпростішому випадку просторово-часовими 
операторами «включення–виключення» елект-
ричного і магнітного полів можуть бути,  
наприклад, оператори типу функції Хевісайда 
або інші аналогічні їм за змістом. 
Серед осцилюючих полів (1) розрізняємо:  
– періодичні;  
– умовно-періодичні;  
– майже періодичні;  
– нерегулярні.  
Періодичні осцилюючі поля реалізуються, коли 
обидва оператори «включення–виключення» 

ejQ , mlQ  завжди дорівнюють одиниці, амплітуди 

jE


, lB


 – константи, фази ljp ,  – лінійні функції 

координат і часу: 

p t k rq q q 
 

,      q = l, j,                 (2) 

де  q  – циклічні частоти; kq – хвильові вектори;  

t – лабораторний час; 

r  – просторова координата.  

Умовно-періодичними називаємо поля, що є пе-
ріодичними на інтервалах, “дозволених” опера-
торами “включення–виключення” ejQ , mlQ .  

До майже періодичних належать осцилюючі по-
ля (періодичні та умовно-періодичні), що в зага-
льному випадку характеризуються повільнозмін-

ними (у масштабі періоду) амплітудами jE


, lB


, 

частотами  q і хвильовими векторами qk .  

У випадку нерегулярно осцилюючих полів (нере-

гулярних полів) усі залежності розмірів  trE j ,


, 

 trBl ,


,  trq ,


 ,  trkq ,


 виявляються швидки-

ми в масштабі деякого характерного інтервалу 
осциляцій, тобто в цьому разі маємо справу з 
тільки неперіодичними осциляціями.  
Фази (2) при цьому можуть бути перевизначені в 
більш загальній формі: 
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Терміни «ондуляторні» і «хвильові» поля можна 
вважати «синонімами». Однак для зручності під 
квазістаціонарними ондуляторними розуміємо 
такі хвильові поля, всі осциляторні та інші за-
лежності від часу яких носять повільний харак-
тер. Усі осциляторні залежності за просторовими 
координатами є швидкими. У випадку хвильових 
полів комплексні амплітуди, частоти і хвильові 
числа вважаємо константами, або ж повільно-
змінними функціями координат r


 і часу t . Це 

означає, що моделі з істотно нерегулярними хви-
лями, в цій роботі не розглядаються.  

Вихідні рівняння 

У даному циклі робіт ми будемо мати справу з 
пучками заряджених частинок двох типів [9]: 
– малої інтенсивності; 
– великої інтенсивності. 
До пучків малої інтенсивності належать пучки, в 
яких інтенсивність взаємодії частинок із зовніш-
німи полями помітно переважає над інтенсивніс-
тю взаємодії частинок між собою. Такі пучки 
можна вважати потоками практично невзаємоді-
ючих між собою частинок і відповідно викорис-
товувати стосовно до них лагранжів метод опису. 
Для опису кожної окремої частинки використо-
вуємо або рівняння Гамільтона: 
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або рівняння Лоренца: 
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де H – гамільтоніан частинки сорту   в елект-
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2

2 4 2 q
m c c A q

c


   
     
 


H P q ;  



ISSN 1813-1166. Вісник НАУ. 2006. №1 

 

235

m – маса спокою частинки сорту ;  


P  – кано-
нічний імпульс; q – величина заряду (q= – e у 
випадку електрона і q= + Ze у випадку іона);  
A  – вектор-потенціал;  – скалярний потенціал, 
який пов’язаний з напруженістю й індукцією 
електромагнітного поля (1) відомими співвідно-

шеннями [10];  
 



 
– безрозмірна швидкість 

-ї частинки; c  
 

; 


 – лагранжева  

швидкість;   2

1
21


   – релятивістський фак-

тор;. 

r  – радіус-вектор частинки сорту . 

Для опису інтенсивних пучків використовуємо 
квазігідродинамічне рівняння руху (ейлерів 
опис) [9]: 
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де 

u  – швидкість пучка як цілого;   – частота  

зіткнень частинок; T  – середньоквадратична швид- 

кість теплового руху частинок; n – концентрація. 
Релятивістський фактор для парціального пучка 
частинок сорту  має вигляд: 

  2

1
22 /1


  cu


 
Використовуючи відомі визначення для вектора 

густини струму j


 і густини заряду   [10]: 
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рівняння руху (6) може бути переписане у формі 
рівняння густини струму [5]: 
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з релятивістським фактором 
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а індекс   для простоти пропущений.  
Для вирішення польової частини задачі викорис-
товуємо рівняння Максвела як базові: 
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де 

  – диференціальний оператор набла; 

E ,

B ,


H ,


D  – стандартні визначення для полів; 

0


j , 


j  – густина струмів, які створюються за ра-

хунок зовнішніх джерел та індукованих у систе-
мі; 0

 ,   – аналогічні характеристики для густи-
ни заряду відповідно.  

Методи вирішення 

Відповідно до методології, прийнятої в електро-
динаміці, загальну задачу про самоузгоджену 
взаємодію потоку заряджених частинок з елект-
ромагнітними полями розбиваємо на дві частини: 
– задачу про рух заряджених частинок у задано-
му полі, тобто задачу про збудження струмів  
заданими полями; 
– задачу збудження полів при заданому русі  
частинок або при заданих струмах.  
У свою чергу, стосовно першої частини можемо 
мати два можливих формулювання задачі відпо-
відно для випадків пучків із низькою і високою 
інтенсивністю (густиною).  
Згідно з прийнятою системою припущень задачу 
руху пучка з низькою інтенсивністю вирішуємо в 
рамках лагранжевого (одночастинкового) фор-
малізму. Для опису динаміки пучків високої ін-
тенсивності використовуємо ейлерів опис. 

Заряджена частинка  
в осцилюючих електромагнітних полях 
як ієрархічна динамічна система  

Вважаємо комплексні амплітуди коливань по-
вільнозмінними функціями. Тоді, використовую-
чи відомі обчислювальні алгоритми [5; 6; 11–16], 
одночастинкові рівняння (4) або (5) можуть бути 
зведені до так званої ієрархічної стандартної  
форми: 
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де x – вектор повільних змінних; Х, m...Y1   –  

деякі відомі повільнозмінні функції; m...1  –  
парціальні вектори, що є компонентами вектора 
швидких фаз ; m – номер вищого ієрархічного  
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рівня;   – номер ієрархічного рівня; m...1  –  
нормовані швидкості (циклічні частоти)  
обертання, які вважаються повільно змінними 
величинами.  
Великі скалярні параметри задачі   є членами 
ієрархічного ряду [5; 6; 11–16]: 
   1 2 1    ... m .                   (10) 
Відповідно до базових ієрархічних принципів 
великі скалярні параметри   у виразах (9), (10) 
визначають як відношення швидкостей зміни 
динамічних змінних двох сусідніх ієрархічних 
рівнів [5; 6; 11–16]: 

1
1 ~ 1;ql
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 ,                          (11) 

де  l  – l-та компонента парціального вектора 

 ; xq  – q-та компонента вектора x.  

Швидкість зміни xq  
не перевищує швидкості зміни 

інших повільних змінних, а  l  – сама повільна 

з компонент вектора  . Алгоритм асимптотич-
ного інтегрування стандартної системи вигляду 
(11) описаний у працях [5; 6; 11]. 

Нерезонансні і резонансні ієрархічні  
коливальні системи 
Коротко зупинимося на класифікації змінних у 
нашій задачі. Гамільтоніан H , як і змінні 


P , 


 

або c 


, r


 у світлі їхнього фізичного змісту 
можуть бути класифіковані як повільні величини. 
Компонентний склад вектора лагранжевих  
швидких фаз визначити дещо складніше. У цьо-
му разі виділимо ті фази коливань системи, які 
відповідно до визначення співвідношення (11) 
повинні бути класифіковані як швидкі фази од-
ного з ієрархічних рівнів, і ті, які треба віднести 
до компонент вектора х. Крім того, ми повинні 
розрізняти явні і приховані фази. Явні фази 
пов’язані з наявністю явних періодичностей полів у 
системі. У першу чергу, фази полів ондуляторного 
типу (2), (3) через характерні структури рівнянь ру-
ху (4), (5) формально збігаються з фазами коливань 
зарядженої частинки. Відмінність у цьому разі поля-
гає лише в тому, що ейлерова координата r


 в  

рівняннях (2), (3), яка характеризує деяку задану 
точку тривимірного простору, заповненого полем, 
трансформується у лагранжеву координату частин-
ки r


, що знаходиться в цій точці. 

Приховані фази визначити складніше. Ці фази 
пов’язані з періодичністю коливань частинки під 
дією неперіодичних зовнішніх полів і внутрішніх 

полів пучка, наприклад, циклотронні і діокот-
ронні коливання, різні механізми синхротронних 
коливань у квазіпотенціальних високочастотних 
рельєфах тощо [5; 6; 11].  
Техніка виділення прихованих періодичностей 
відома. При цьому використовують або певні 
специфічні фізичні особливості досліджуваної 
моделі [5; 11], або ж формальні процедури типу ме-
тодів Ланцоша, Гребенникова, Пуанкаре [17; 18].  
Крім явних і прихованих фаз у системі «частинка 
в електромагнітному полі» реалізуються також і 
комбінаційні фази різних типів, фізична природа 
яких визначається нелінійним характером руху 
частинки в електромагнітних полях, наприклад, 
математичною структурою рівнянь (4), (5). Ком-
бінаційні фази виражаються через лінійні комбі-
нації явних і прихованих фаз коливань частинки. 
У принципі можуть бути реалізовані подвійні, 
потрійні комбінації такого роду. Для умов нашої 
задачі, однак, найбільш цікаві тільки подвійні 
комбінації типу: 

vg
v v

g g
v vg g

m n

m n
p p   ; 

vg

v v

g g
v vg g

m n

m n
p p   ,                           (12) 

де mv, mg – гармоніки осцилюючих полів; nv , ng – 
гармоніки коливань частинки, які зумовлені не-
лінійним характером її взаємодії з полями (1); 

gv pp ,  – явні або приховані фази відповідно; 

vg = 1 – знакові функції.  
Характерним є випадок, коли одні з комбінацій-
них фаз, наприклад, фази vg виявляються по-
вільнозмінними на тлі інших комбінаційних фаз 
(у цьому разі – на тлі фаз vg), тобто:  
 

vgrk

vg rkd 

dt 
d 

dt 
 

  
~  1

                               

(13) 

де grk  – деякий великий параметр.  

Умову (13) можна трактувати як умову реалізації 
в системі парного резонансу. Аналогічним шля-
хом можуть бути сформульовані умови реалізації 
триразового, чотириразового одночастинкового 
резонансів.  
Порівнюючи умову (13) із визначенням (11), лег-
ко переконатися, що повільна vg і швидка vg 
комбінаційні фази належать до різних рівнів  
ієрархії. Дотримуючись цих міркувань, далі лег-
ко виявити, що, у свою чергу, дві повільні комбі-
наційні (або повільна комбінаційна і «звичайна» 
повільна) фази, «збиваючись» згідно з однією зі 
схем, поданих у виразі (12), формують нові «су-
перповільну» і швидку комбінаційні фази тощо. 
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Це спостереження можна інтерпретувати як ука-
зівку на те, що фази коливань частинки в зовні-
шніх електромагнітних полях можуть формувати 
деяку ієрархічну коливальну структуру [5; 11–13].  
У таких ситуаціях маємо підстави говорити про 
ієрархічні коливання в електродинамічних сис-
темах. Найпростіший випадок такої ієрархічної 
коливально-резонансної системи графічно  
зображено на рисунку [5].  

 
Ієрархічне дерево Кейлі, що ілюструє концепцію 
ієрархічних резонансних коливань у ЕН-системах 
(найпростіший випадок парних резонансів): 
  – номер ієрархічного рівня; ii ψθ  ,  – повільна і  

швидка комбінаційні фази; m – найвищий ієрархічний 
рівень системи 

 
Для простоти вважають, що всі резонанси є пар-
ними. Крім того, всі без винятку фази беруть 
участь у резонансних взаємодіях, причому тільки 
по одному разу.  
З загальнофізичного погляду надзвичайно див-
ним є той факт, що аналогічними графічними 
структурами можуть бути описані також деякі 
фізичні, наприклад, твердотільні системи типу 
спінового скла, астрофізичні (наш Всесвіт),  
соціальні (будь-яка виробнича структура чи вся 
наша цивілізація в цілому), біологічні (будь-який 
біологічний об’єкт чи біосфера в цілому) об’єкти 
тощо [19–22]. 
Обмежимося розглядом деяких загальних поста-
новочних аспектів самоузгодженої нелінійної 
резонансно-хвильової задачі про взаємодію  
інтенсивного потоку релятивістських зарядже-
них частинок із полями осцилюючого типу (1). 

Взаємодія інтенсивного потоку 
заряджених частинок  
з ондуляторними електромагнітними полями  

Постановку задачі проводимо в термінах теорії 
ієрархічних коливань і хвиль [5; 6; 11–16].  

Залежно від специфічних особливостей тої чи 
іншої із досліджуваних моделей будемо вико-
ристовувати одну з розрахункових схем вирі-
шення задачі [5; 6; 11–16]: 
– комбінацію методу усередненого рівняння для 
густини струму і модифікованого методу повіль-
нозмінних амплітуд; 
– модифікований метод повільнозмінних амплітуд; 
– метод ієрархічних перетворень координат. 
Ключова ідея методу усередненого рівняння для 
густини струму [5] полягає в реалізації переходу 
в методі опису руху потоку частинок (див. рів-
няння (7)) від ейлерових до лагранжевих змін-
них. Як наслідок, результати таких перетворень 
можуть бути подані у параметричній формі: 
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де p  – вектор, компонентами якого є всі явні та 

приховані фази коливань частинок, що рухають-
ся в суперпозиції зовнішніх і внутрішніх полів; 

  – деяка відома вектор-функція.  

Виконуючи класифікацію змінних на повільні і 
швидкі, у т. ч. з використанням визначень для 
повільної і швидкої комбінаційних фаз (див. рів-
няння (12)), на наступному етапі обчислювальної 
процедури система рівнянь (14) може бути зве-
дена до ієрархічної стандартної форми (9).  
Здійснюючи обернені перетворення від лагран-
жевих до ейлерових змінних у відповідному рів-
нянні останньої ієрархії, одержуємо m кратно- 
усереднене рівняння для густини струму [5].  
Характерною рисою цього рівняння є відсутність 
будь-яких швидких осцилюючих членів. Це зна-
чить, що з обчислювальної точки зору m  
кратно-усереднене рівняння для густини струму 
виявляється набагато більш простим, ніж вихідне 
неусереднене рівняння (7). Вирішуючи m кратно-
усереднене рівняння і виконуючи відповідний 
ланцюжок обернених ієрархічних перетворень 
(див. технічні деталі в працях [5; 6]), отримаємо 
асимптотичні розв’язки вихідної нелінійної зада-
чі про густину струму. 
Традиційну версію методу повільно змінних ам-
плітуд, яка описана в працях [22; 23], використо-
вують у задачах радіофізики з кінця сорокових 
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років. Однак вона далеко не завжди виявляється 
придатною для вирішення деяких нелінійних ре-
зонансно-хвильових задач електродинаміки пла-
змоподібних систем [11–16], тому що тут  
не враховується можливість реалізації ряду спе-
цифічних фізичних ситуацій, характерних для 
деяких моделей такого типу. Наприклад, реаліза-
ції різного виду ефектів типу нелінійної генерації 
квазістатичних полів, вироджених випадків вза-
ємодії, коли в резонансну смугу потрапляє не 
одна, а одночасно декілька власних хвиль [6; 11; 
14–16; 24]. Як показав досвід, у таких ситуаціях 
ефективно застосовувати модернізовані версії 
методу повільнозмінних амплітуд [6; 10; 13–16]. 
Суть модернізації полягає в такому. Вважаємо, 
що шляхом використання однієї з відомих обчи-
слювальних технологій (методу усередненого 
кінетичного рівняння, методу усередненого рів-
няння для густини струму [5; 11–16]) отримані 
розв’язки задачі руху.  
У цьому разі це означає одержання аналітичних 
виразів для густини струму і просторового заря-
ду як функцій характеристик полів [6; 14–16]. Це 
дозволяє звести вихідну систему польових рів-
нянь (рівнянь Максвела) до стандартної форми 
вигляду: 
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де A,B,C – квадратні матриці розміру nn ; 
 tzUU ,  – деяка вектор-функція в евклідово-

му n-вимірному просторі Rn із координатами 
{ z1 , z2 , … , zn}, z Rn   z=( z1 , z2 , … , zn  )

T ,  
zi (- ,+ ),  i (1,2, …,n);   
P – диференціальний оператор у просторі Rn ; 

11 11   – малий параметр задачі;  n
UR (…) – 

відомі поліноміальні функції зазначених аргу-
ментів; t – деяка скалярна змінна, наприклад,  
лабораторний час.  
У загальному випадку вектор-функція U  фор-
мується з періодичних, тобто хвильових, і квазіс-
таціонарних розмірів, як із компонент. У розгля-

нутому випадку це – вектори BHDE
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жаємо, що можливо зображення векторів U  і 
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UR  у вигляді суми квазістаціонарних (повільно-

змінних) і швидкоосцилюючих частин: 
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Тоді стандартне рівняння може бути переписано 
в так звану модифіковану форму: 
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Рівняння (16) може бути розв’язано традиційним 
методом повільно змінних амплітуд [23; 25]. При 
цьому, коли застосовують ітераційну схему роз-
рахунків, то на першому етапі обчислювальної 
процедури повільно змінний вектор 0U  може 

вважатися заданою функцією. Тоді рівняння (15) 
зручно розв’язувати одним із традиційних  
наближених методів, наприклад, методом  
послідовних наближень і т.д. 
Другий варіант розв’язання задачі ґрунтується на 
спостереженні, що система рівнянь, яка склада-
ється з рівнянь Максвела (8) і струмового рів-
няння (7), може бути зведена безпосередньо до 
стандартної форми (15), (16) і, отже, розв’язана 
шляхом використання ієрархічного алгоритму. 
При цьому, до кількості компонент вектора U , 

крім BHDE


 , , , , входять густина просторового 

заряду   і вектор густини струму j


. 
Ідея методу ієрархічного перетворення коорди-
нат [5] (третій із варіантів розв’язання задачі) 
полягає в проведенні ланцюжка спеціальних пе-
ретворень, у результаті котрих «зникають» усі 
швидкі осциляції в правій частині рівняння (16). 
Процедура побудови асимптотичних розв’язків 
істотно спрощується і може бути автоматизована 
з використанням стандартних персональних 
комп’ютерів. 

Висновок 

У статті було описано об’єкт дослідження, та 
зроблено постановку задачі.  
На базі цієї постановки задачі можна проводити 
кількісний аналіз більшості моделей ЕН-систем 
різних типів, у т. ч. прискорювачів і деяких  
унікальних систем формування пучків зарядже-
них частинок, двопотокових релятивістських си-
стем, включаючи супергетеродинні лазери на 
вільних електронах тощо. 
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Построена универсальная теоретическая модель, в рамках которой возможно количественное описание  
ЕН-ускорителей и аналогичных устройств на их основе (ЕН-систем). Описание такой универсальной модели 
можно реализовывать в теории иерархичных колебаний и волн. Для решения нелинейных задач теории  
ЕН-систем предложено использовать иерархическую версию метода Боголюбова, метод усредненного уравне-
ния для плотности тока и метода иерархического преобразования координат. 

Universal theoretical model within which it is possible quantitative description of ЕН-accelerators and similar devices 
on their basis is built (ЕН-systems). Description of such universal model is offered to realize within the theory of  
hierarhial ossilations and waves. For solution of nonlinear tasks of theory of the ЕН-systems is offered to use the  
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hierarchical versions of method of Bogolubov, method of averaged equation for the current density and method of  
hierarchical transformation of coordinates. 
 


