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СГЛАЖИВАНИЕ ВРЕМЕННЫХ РЯДОВ СО СВЯЗЯМИ В ВИДЕ НЕРАВЕНСТВ

Рассмотрена задача сглаживания двух временных рядов, когда имеется априорная
информация о связи между оцениваемыми величинами в виде линейного неравенства.

В отличие от случая, когда связи между оцениваемыми параметрами имею т вид равенств, 
нами рассматривается задача условного сглаживания двух временных рядов в том  случае, когда 
априорная связь задается в виде некоторого неравенства. Очевидно, что и такого рода априорная 
информация тож е может быть использована для улучшения качества сглаживания. Хотя можно 
ожидать, что эффект от учета подобной связи будет меньше, чем в случае, когда связь представ
ляет собой равенство. Проиллюстрируем эту возможность на простом примере.

Пусть, как и ранее, требуется осуществить сглаживание двух временных рядов

Составим модифицированную функцию Лагранжа. Для этого введем новую переменную д , :

Здесь принято, что ц -  2 (порядок аппроксимирующего полинома), а также, что новая 

переменная г] =  и, имеет тренд, аппроксимируемый, как и основные переменные, полиномом 

второго порядка. Измеренный временной ряд для переменной и( есть:

полученных как результат измерения по схеме:

Рассм отрим  простейш ий случай, когда эта связь им еет вид:

*1,  ̂*2, • О )

М одиф ицированную  функцию Л агранжа зададим в виде:

~ а о 2 - а і г 5 - а 225
,2

Г *

5 = - т



г

134 3- 4/2000

» ,= У 1,-У г,,

а тренд в окрестности точки t аппроксимируется полиномом вида

г* ( $)= г 2 (*, я ) =  (0+  Ь1 0 ?  + %2 (?У (2)
Поскольку полином в правой части (9) должен быть неотрицательной величиной при любых значениях 

Л ' и / , т о  очевидно, должны выполняться условия:

50 > о ;  505 2 - о , 2 5 5 ? > о ,

являющееся частным случаем условий неотрицательной определенности квадратичных форм.
Положим:

5о = Р г ‘,5о52 - 0  255?

тощ а формула (2) может быть переписана в виде:

и ( м ) = г 2 ( м )  = ,Р2 +  ^  + - Е ( г 2 + 0.25^2 ) ^ 2 .

Следовательно, \ г также неотрицательная величина Обозначим:

~ п ~ ~ 2  (̂ 2 + 0 -25^/)> 0 .

Рассмотрим часть функции Лагранжа, содержащую дополнительную переменную:

~|2

ГЛ = /Ф'<°1 ~ а°2 + Р*
т

+ I Уи -У 2 ' - р Л- & — у ( т 2 + 0.25%{

Г 1 т
= - «о2 + Р \+ Е К  ~ Уг* ~  р 1  ~ & га

5=- т

Составим нормальные уравнения для коэффициентов р 2 Д , , п :

й к _ 0 . й к  = 0 - ^
’ ’дрг дп

=  0 :

Имеем:

°-5^ -  Е  (у15 - ^ ) + / ^ 2 ( 2 ^ + 1 ) + ^ -  Е  и , 1 > 4 = 0;
Р 5=-/и Р$=-т

5 = - / И

I к -п .й А !  к -п > 4 е<2-А £к-*.У
2/>% = -от ^  £ = - И 2  2 / Г

0 ; (4)

/  \  „  АД/ „  Ш

Е к - У 2 , У - р  Е *2-« Е*
5 = - т  з - - т  5 --т

Нормальные уравнения для коэффициентов а, получаются в виде

(5)
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« 1  =  0 ; « 1  =  0 ; Х  =  0 .
оао2 ’ ^аІ2 За'22

Оценками трендов в точке I (.у =  о) являются коэффициенты а0 и а0̂ . Потом)' выпишем только не

обходимые для их определения уравнения:

т  „  т,2
а0і(2т  + і)+ а 2і 1 > 2 = Х л ,  ~ ° - 5М

5=-/и
/7? т  т

«о! Ё*"+я21 Ё * = Ё л /
(б)

£=—/72 ^ = - 7 7 2  5 = - / 7 2

а 02 ( 2 т  + 1) + а 22 £ * 2 = £ ^ 2 , - ° - 5у“ '
5=-/п 5=-/тг

/т? т т

Я(Ь Ё *  + а 2,  Ё 5 = Ё л / .

(7)

5 = - / Я  5 = - / Л  5 = - т

Из уравнений (3) -  (5) найдем выражения для р~ и и через измерения д  и д  . Они могут прини

мать как положительное, так и отрицательное значения В действительности р  2 и п по определению могут 

быть только положительными, поэтому указанные выше значения р 2 и п , выраженные через измерения, бу

дем обозначать через р 2* и п .
X Решая уравнения (3) - (5) относительно р 2 и п , найден

Л
р  = - 0 . 5  р

( г т + О Е И - І Е ^  ( г т - О Т Е * 4 - ^ 2 )*

(8)

где р  -оценка р  .
Для нахождения множителя Лагранжа используем уравнение связи, которое принимается в приближен

ной форме, когда точные значения трендов и величины р  заменяются их оценками а 0[ , а 0̂ , р  :
2А

ао х - ао2 + Р = 0 ’

Предварительно определим а0 и а0̂ из уравнений (6) и (7), имеем:

«о, =■

X а (Ь -
& У 2 ,  + ° - 5^ ) Е ^ - Е з;2 / 2Е 52

(2И+1)Е̂4-(е*2/
Подставляя (8), (10) и (11) в уравнения (9), находим

(9)

(10)

(П)
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4 £ ( у1 - Л . & У - * 2 ! * 2 )

Ц 3 Е * 4

Возвращаясь к формулам (23) и (24) получаем значения оценок а0] и а 0 :

от

л
XI = а 0] 5=-ОТ

(1
3 л , + \ У2° )

т
I

„ »  л
- Д  £ > 2

V-* << II 1 а

-чБ1II
( 2 т +  1)

з=-т

г  т  , ^ 2

5 >
У$=-от У

( 12)

(13)

х 2 = а 02 = £ —

^ 2  1
— И 4— >̂2
3 5 3 5

от . „ от „1 ^ -,2 2>2
^Ч«=-от 5=-от у

от /  \ 2  
'  от  '

(2/И + 1 ) ^ 5 4 -  £ > '
,у=-от Ч 5=-от У

(14)

При этих же условиях найдем значения р 2 и и .Подставим (12) в (8), а затем полученное значение р 2 в
формулу

п г т Е ^  - У г У - Р 1^ 1,

В результате получаем:

.а»  \Тк.-Уг.Ъ.*-*Ь*)
3 ( 2 т + 1 ) ^ “ -^

.  1 Е (У 1, - е 2, ) ^ > 4 ( 3 ( 2 т  +  1 > 2 ; > 2 ) -  2*2 С > 2) 2
п -

5 > 3[(2т + 1)Е54 - ( 1 5 2)2]

(15)

(16)

Из последних формул ввдно, что р 1' и п могут быть как положительными, так и отрицательными 
Положим, например, что (у,_ -  у 2, )  независиг опт .у и равно А . Для А > 0 (15) будет отрицательным.

Знаменатель в (16) всегда отрицателен, поэтому п < 0 . Положим теперь в исходных уравнениях:

* * 
п ,еслип  > 0:

п -  <
0, если п < 0.

Параметр р 2* при аналогичных условиях также оказывается отрицательным, хотя отрицательность п и 

р 2 * может наступать неодновременною, если иметь в виду реальные значения измерений .у  и у 2 .

Если имеет место случай п <  0 ,тодля ц  получаем:

М-
’(2щ + 1 ) £ * 4 _ (2 Щ+1)52^ 5 2 -1(5>г)1

з(2»г + 1 ) ^ 5 4 -1(1*!)I2
и, соответственно:



Г я .Ь 4-*2!* 2)

2 Е к - й . ^  + ОіИДги + і)»2̂ 2-^;*2)*;
(17)

з^+ОіУ-^у}2

х

X
2і К  - у г,  [2 (2 ш  + 1)ІИ - (2т + 1>2Е *2 - & } ]

З(2т + 1 ) £ ,4 - & }
(18)

Для р 1’ в этом случае получаем:

,  £ (у ,-> Д :ІУ + І> 4) 
з^+і^у-буї (19)

С учетом полученных зависимостей может быть предложен следующий алгоритм сглаживания двух 
временных радов гри наличие априорной связи в виде линейного неравенства:

1. Если п > о ; р 2' > о , используются формулы (13) и (14).

2. Если п < 0 ; р 1’ >  0 , используются формулы (17) и (18), при этом р 2' получается по формуле (19).

3. Если п > 0 ; р 1' <  0 , используются формулы:

5. Если п <  0 ; р 2‘ < 0 и р 1’ подсчитано по формуле (19), определение х\ и х 2 осуществляется в 

соответствии со случаем 4.

Л  А

следовательно, хі =  х 2, где

V (т ) = (2т + 1) (2т - 1) (2т + 3)

4. Если п' < 0; р 2' < 0 , используются формулы изолированного сглаживания [1]

ч
(20)

Л Л
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Вернемся к рассмотрению основного случая 1 и формулам (13) и (14). Параметр п > 0 , когда, напри

мер, ( д  ~  Д  >  const =  А и А > 0 . Пусть в этом случае д  =  у ] ; у 2̂ =  у 2.
Рассмотрим пример: А =  3 ; у х = 1 8 ;  у2 = 15.
Водно, что условие связи не соблюдаются, так как у, > у 2 . В соответствии с формулами (13) и (14) но

вые 'измерения* для определения первого и второго тревдов будут соответственно:

1 2
ч = з Л + з Л  = 16;

Таким образом, алгоритм "исправляет1 измерения так, чтобы обеспечить выполнение условий связи 
(х, < х2). Формулы (13) и (14) можно переписать в воде:

1 «  і z. 1 / \

х 2 = ап
1 «  ( 2  1 } / \

?{m)s=-n

Исследование остаточной дисперсии и смещения с помощью предложенного алгоритма представляет 
самостоятельную задачу. В частности, если сглаживание производится по формулам (13) и (14) при условии, что

ш=2 , остаточная дисперсия оценок xi и х 2 есть

V, = Е
(  Л /л  у \ 
х \ - Е

V
XI

V JJ
= 0,05397(а? + 4 0 ? );

У-, = Е
Ґ а / л  у\2

Х2 ~ Щ Х2
V и

0,05397(40? +  4а ? ) .

При раздельном сглаживании по формуле (20) остаточная дисперсия

Voi =  0 ,4 8 5 7 а ? .

Пусть погрешности rij имеют одинаковую дисперсию Д  = Д  = , тогда

4

Vl = v 2 = v  = 0 ,26985о 2 ,

Vи отношение - 7-  =  0,5556 . Следовательно, учет априорной связи в виде неравенства (1) приводит к уменьше
но

нию остаточной дисперсии оценок приблизительно в два раза
Таким образом, установлено свойство алгоритма, обеспечивающее такую коррекцию исходных времен

ных рядов, которая делает их более соответствующими априорному неравенству.
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