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Запропоновано неявну обчислювальну схему розв’язання задачі Коші для звичайного  
диференціального рівняння на основі зміщених диференціальних перетворень із  
використанням ступеневих функцій. Показано, що схема має оптимальний порядок  
точності і є А-стійкою, що дозволяє ефективно застосовувати її для розв’язання жорстких  
диференціальних рівнянь. 
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Постановка проблеми 

У багатьох практичних задачах, напри-
клад, з областей хімічної кінетики, процесів 
управління та теорії електричних кіл, вини-
кає необхідність розв’язання задачі Коші для 
жорсткого диференціального рівняння.  
Розв’язання такої задачі проводиться од-

ним із методів числового інтегрування зви-
чайних диференціальних рівнянь шляхом  
розробки відповідної неявної обчислюваль-
ної схеми інтегрування [1; 2; 3].  
Можливим варіантом розв’язання жорст-

кої задачі Коші є використання операційного 
методу диференціальних перетворень [4]. 

Аналіз останніх досліджень 

Питання розробки неявних обчислюваль-
них схем на основі диференціально-
тейлорівських перетворень (далі Т-схеми) 
розглянуто в роботах [4; 5; 6; 7; 8].  
У роботах [7; 8] показано, що введення 

апроксимаційних поправок (для схеми, наве-
деної в роботі [6]) або проведення взаємного 
врахування основного і зміщеного  
Т-спектрів (для схем, наведених в роботах 
[4; 8]) приводить до збільшення точності та 
значного розширення області стійкості таких 
схем. При цьому найкращі характеристики зі 
стійкості – А-стійкість – у неявної (зміщеної) 
Т-схеми [8], а з точності – у неявної (апрок-
симаційної) Т-схеми [6]. 

Порядок точності неявної (зміщеної)  
Т-схеми дорівнює номеру старшої врахову-
ваної в ній Т-дискрети, якщо вона парна, або 
на одиницю більший номера старшої врахо-
вуваної в ній Т-дискрети, якщо вона  
непарна [8].  
Порядок точності такої схеми у два рази 

менший, чим загальна кількість ураховува-
них у ній (в основному та зміщеному  
Т-спектрах) Т-дискрет.  
Можливим шляхом підвищення порядку 

точності при збереженні характеристик зі 
стійкості неявної (зміщеної) Т-схеми є вве-
дення в таку схему додаткових (апроксима-
ційних) умов. 
Мета роботи – розробка А-стійкої з опти-

мальним (не покращувальним) порядком  
точності неявної обчислювальної схеми 
розв’язання задачі Коші для звичайного ди-
ференціального рівняння на основі зміщених 
диференціальних перетворень. 

Виклад основного матеріалу 

Задача Коші для звичайного диференті-
ального рівняння має вигляд: 

( ) ( ) 0, , 0, 0
du

f t u t u t u
dt

= > = = ,         (1) 

де ( ),f t u  – задана функція, безперервно 

диференційована за t та u; 
t  – незалежна змінна; 
u  – шукана функція; 
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0u  – початкова умова. 

Диференціальними перетвореннями нази-
вають функціональні перетворення вигляду [4]: 

( ) ( ) ( ) ( )
! !

kk k
k

k

t

d z tH H
Z k z t

k dt k
∗

∗

 
= = 

 
,         (2) 

( ) ( )z t t= ϕ ,   

де ( )Z k  – дискретна функція за аргументом k ; 

H  – відрізок аргументу, на якому розгля-
дається функція ( )z t ; 

k  – цілочисловий аргумент k =  0,1; 
t  – аргумент, за яким проводиться перет-

ворення; 
t∗  – значення аргументу, при якому про-

водиться перетворення; 

( )tϕ  – відновлююча функція. 

Вирази (2) визначають пряме і обернене 
диференціальні перетворення. Множину зна-
чень ( )Z k  прийнято називати Т-спектром, а 

значення функції ( )Z k  при конкретних зна-

ченнях аргументу k –дискретами Т-спектра.  
У найпростішому випадку для відновлен-

ня використовують відрізок ряду Тейлора і 
такі перетворення називають диференціаль-
но-тейлорівськими [4]: 

( ) ( )
max

0

kk

k

t t
z t Z k

H
∗

=

− ≈  
 

∑ ,                            (3) 

де maxk  – максимальний номер ураховуваної 

при відновленні Т-дискрети. 
Неявна (зміщена) Т-схема числового 

розв’язання задачі (1) на основі диференті-
ально-тейлорівьких перетворень (3) – це об-
числювальна схема, в якій значення функції 
у точці 1n+  розраховується так, щоб maxk -та 

часткова сума ряду Тейлора, обчисленого в 
ній, – сума дискрет зміщеного Т-спектра, до-

рівнювала на середині інтервалу [ ]1,n nt t +  

maxk -частковій сумі дискрет ряду Тейлора, 

обчисленого в попередній точці n– сумі 
дискрет основного Т-спектра [8]: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

0 0 1

1 1

0 , ;

1 ;
1

1 ;
1

n n n

n
n n

n
n n

Y k u H t t

H
Y k F k

k
H

Y k F k
k

+

+ +


= = = −


 + = +
 + = +

                     (4) 

( ) ( )
max max

1
0 0

1 1
,

2 2

k kk k

n n
k k

Y k Y k+
= =

   − =   
   

∑ ∑             (5) 

де ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,n n n nY k Y k F k F k+ +  – Т-спектри 

розв’язку задачі (1) та правої частини дифе-
ренціального рівняння (1) у відповідних точ-
ках обчислювальної сітки  

{ }, 0,1, 2,n nt nω = = …   

(точка n– основний Т-спектр, точка 1n+ – 
зміщений Т-спектр). 
Залежності (4), (5), дозволяють послідовно 

(починаючи з 0n = ) знайти розв’язок рівняння 
(1) – визначити на nω  значення сіткової функції  

( )0n ny Y= ,  

яке приймається за наближення шуканої функції  
( )n nu t y≈ . 

Додатково, спираючись на властивості 
Т-спектра ( )nY k , визначається наближення 

( )u t  у вигляді кусково-безперервної аналі-

тичної функції між вузлами сітки nω  [4]. 
Уведемо в операцію відновлення (5) 

Т-схеми (4), (5) апроксимаційні коефіцієнти, 
з урахуванням яких отримаємо неявну схему 
числового інтегрування на основі зміщених 
нетейлорівських перетворень [4] із викорис-
танням ступеневих функції 

( ) ( )1
0 0

m r

k n k n
k k

a Y k b Y k+
= =

=∑ ∑ .                      (6) 

де ,k ka b  – апроксимаційні коефіцієнти; 

,m r  – максимальні номери дискрети, що 
враховуються при відновленні в основному і 
зміщеному Т-спектрах відповідно. 
Розпишемо рівняння (5) з урахуванням 

прямого диференціального перетворення з 
виразу (2): 

( ) ( )
1

0 0! !

k km r
k kn n

k n k n
k k

H H
a y b y

k k+
= =

=∑ ∑ .  
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Приведемо рівність (5) до канонічного ви-
гляду обчислювальної схеми числового інте-
грування прийнятої для скінченно-
різницевих методів [1].  
Додатково, для спрощення подальших ви-

кладок введемо заміну nh H= : 

( ) ( )

0 1 0

1
1 1

1
.          (7)

! !

n n

k kr m
k k

k n k n
k k

a y b y

h

h h
b y a y

h k k

+

+
= =

− =

 
= − 

 
∑ ∑

 

Визначимо похибку апроксимації nψ  
отриманої схеми (4), (7). Для цього підста-
вимо у рівнянні (7) замість числового (на-
ближеного) розв’язку – ny  точний розв’язок 

задачі (1) – ( )u u t=  у вигляді розкладу в то-

чці nt t=  за формулою Тейлора [1]: 
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Покладемо ( )max ,p mr> . З урахуванням цьо-

го формулу (8) можна перетворити до вигляду 

( )
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( )

( )
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min ,

0 0
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Змінимо індекс у першій сумі з k  на d : 
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Із формули (9) видно, що похибка апрок-
симації схеми, що розглядається, має поря-
док p , якщо виконані умови 

( )
( )

( )
( )

min ,

0

min ,

0

!
, якщо 0, ,

! !

!
0,якщо 1, ,

! !

d m

k d
k

d m

k
k

d
a b d r

k d k

d
a d r p

k d k

=

=


= = −


 = = + −

∑

∑

⋯

⋯

 (10) 

У системі (10) при 0d =  отримаємо 

0 0a b= , тобто (10) має нескінченну кількість 
розв’язків.  
Для усунення такої невизначеності дос-

татньо покласти 0 1a = . Для того, щоб систе-
ма (10) не була перевизначена, необхідно на-
класти вимогу 

p m r= + .                                                 (11) 
Введемо в систему (11) заміну 

!
k

k

a
a

k
∗ = , 

!
d

d

b
b

d
∗ = ,                                     (12) 

з врахуванням якої запишемо  

( )
( )

( )
( )

min ,

0

min ,

0

1
, якщо 0, ,

!

1
0,якщо 1, ,

!

d m

k d
k

d m

k
k

a b d r
d k

a d r r m
d k

∗ ∗

=

∗

=


= = −


 = = + + −

∑

∑

⋯

⋯

(13) 

Система (13) визначає коефіцієнти апрок-
симації Паде для функції [9] 

( ) ( )10

1

exp
1

r
d

d
r md

m
k

k
k

b x
x O x

a x

∗

+ +=

∗

=

= +
+

∑

∑
,          (14) 

в якій 

( ) ( )
( ) ( )

1 ! !

! ! !

k

k

r m k m
a

k r m m k
∗ − + −

=
+ −

, якщо 1, ,k m= ⋯ , 

( )
( ) ( )

!1 !

! ! !d

r m d r
b

d r m r d
∗ + −

=
+ −

, якщо 0, ,d r= ⋯ . (15) 

З урахуванням рівностей (12), (15) 
розв’язок системи (10) матиме вигляд 
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( ) ( )
( ) ( )

! !
1

! !
k

k

r m k m
a

r m m k

+ −
= −

+ −
, якщо 0, ,k m= ⋯ , 

( )
( ) ( )

! !

! !d

r m d r
b

r m r d

+ −
=

+ −
, якщо 0, ,d r= ⋯ .    

(16) 

Отже, якщо коефіцієнти обчислювальної 
схеми (4), (6) розраховані відповідно до сис-
теми (16), то порядок її апроксимації буде 
дорівнювати сумі максимальних номерів 
ураховуваних у ній Т-дискрет основного та 
зміщеного Т-спектрів (11), з головним членом 
асимптотичного розкладу похибки апроксима-
ції [2; 3], відповідно до виразів (9), (10): 

( ) ( )
( )1

, 1 !

m r
m rm r

n m r n

h
O h E u

m r

+
+ ++ψ = ≈

+ +
,  (17) 

де ,m rE  – коефіцієнт, що характеризує по-

хибку обчислювальної схеми: 

( ) ( )
( ) ( ),

0

1 !
1

1 ! !

m
k

m r
k

m r m
E

m r k m k k=

+ +
= − −

+ + − −∑ . 

Дослідимо стійкість отриманої схеми (4), 
(6), (16). Для цього розглянемо модельне  
рівняння [1; 2]: 

du
u

dt
= λ ,                                                  (18) 

де λ  – довільне комплексне число. 
Застосування формул (4), (6), (16) до рів-

няння (18) дасть різницеве рівняння дослі-
джуваної обчислювальної схеми у вигляді  
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=
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∑
,     (19) 

де hµ = λ  – комплексний параметр; 

( )R µ  – функція стійкості отриманої об-
числювальної схеми [2]. 
Відповідно до формул (14), (15), (16) функція 

стійкості розробленої схеми ( )R µ  є апроксима-
цією Паде експоненціальної функції. Методи, 

( )R µ  яких є елементом діагоналі, або однією з 
двох головних піддіагоналей таблиці Паде екс-
поненціальної функції, є А-стійкими [2].  

Отже, всі обчислювальні схеми вигляду 
(4), (6), (16) для m r= , 1m r= + , 2m r= +  є 
А-стійкими.  
При цьому для схеми (19), якщо 1m r= +  

або 2m r= + , виконується умова L-стійкості: 
( ) 0lim =µ

∞→µ
R , якщо 1m r= +  або 2m r= + , 

яка є найбільш бажаною для жорстких задач 
[2] (порівняно для m r=  і для Т-схеми (4), (5)  

( ) 1lim =µ
∞→µ

R ). 

Запропонована схема числового інтегру-
вання є однокроковою, стійкою та апрокси-
мує вихідне диференціальне рівняння, і тому 
вона збігається, якщо 0h → , до точного 
розв’язку диференціального рівняння, при-
чому порядок точності схеми збігається з її 
порядком апроксимації (11) [2]. 
Використовуючи функцію стійкості 

( )R µ , можна побудувати області стійкості 

для розробленої обчислювальної схеми [2].  
Зазначені області стійкості, для різних m  

і r  показано на рисунку, де числа – 1–15 по-
значають порядок точності відповідної схе-
ми, який дорівнює m r+ .  
Для більшої наочності області стійкості  

(зовнішні області) зафарбовано у темні кольори. 
Значення коефіцієнтів (16), (17) для різ-

них варіантів запропонованої обчислюваль-
ної схеми наведено у табл. 1–3. 
Запропонована схема (4), (6), (16) є неявною. 

Це означає, що для нелінійного диференціаль-
ного рівняння (1) вона на кожному кроці об-
числювальної сітки nω  зводиться до нелінійно-

го рівняння відносно 1ny + , розв’язати яке мож-
на, наприклад, методом Ньютона: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1 1
0

1
0 0

, (20)

m

kn i n i n i
k

r m

k n k n i
k k

y y a Y k

b Y k a Y k

+ + + +
=

+
= =

− δ =

= −

∑

∑ ∑
 

де i  – номер ітерації за методом Ньютона; 

1m  – максимальний номер Т-дискрети, що 
враховується в Т-спектрі матриці Якобі; 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1

1

n i
n i

n i

Y k
Y k

y

+
+

+

∂
δ =

∂
 – Т-спектр матриці 

Якобі. 
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Рис. 1. Області стійкості запропонованої обчислювальної схеми: 
а – для m r= ; 
б – для 1m r= + ; 
в – для 2m r= +  

 
 

 
Таблиця 1 

 
Коефіцієнти розробленої схеми для rm=  

 
k  Поря-

док 
точно-
сті 

Кое-
фіці-
єнт 0 1 2 3 4 5 

rmE ,

 

ka  1 
-1 
2 

 – – – 
2 

kb  1 
1 
2 

 – – – 

1 
2 

ka  1 -1 
1 
6 

– – – 
4 

kb  1 1 
1 
6 

– – – 

-1 
6 

ka  1 
-1 
2 

1 
5 

-1 
20 

– – 
6 

kb  1 
1 
2 

1 
5 

1 
20 

– – 

1 
20 

ka  1 
-1 
2 

3 
14 

-1 
14 

1 
70 

– 
8 

kb  1 
1 
2 

3 
14 

1 
14 

1 
70 

– 

-1 
70 

ka  1 
-1 
2 

2 
9 

-1 
12 

1 
42 

-1 
252 

10 

kb  1 
1 
2 

2 
9 

1 
12 

1 
42 

1 
252 

1 
252 

Таблиця 2 
 

Коефіцієнти розробленої схеми для 1+= rm  
 

k  Поря-
док 

точно-
сті 

Кое-
фіці-
єнт 0 1 2 3 4 5 6 

rmE ,

 

ka  1 
2 
3 

1 
3 

– – – – 
3 

kb  1 
1 
3 

– – – – – 

5 
3 

ka  1 
3 
5 

3 
10 

1 
10 

– – – 
5 

kb  1 
2 
5 

1 
10 

– – – – 

-19 
10 

ka  1 
4 
7 

2 
7 

4 
35 

1 
35 

– – 
7 

kb  1 
3 
7 

1 
7 

1 
35 

– – – 

69 
35 

ka  1 
5 
9 

5 
18 

5 
42 

5 
126 

1 
126 

– 
9 

kb  1 
4 
9 

1 
6 

1 
21 

1 
126 

– – 

-251 
126 

ka  1 
6 
11 

3 
11 

4 
33 

1 
22 

1 
77 

1 
462 

11 
kb  1 

5 
11 

2 
11 

2 
33 

1 
66 

1 
462 

– 

923 
462 
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Таблиця 3 
 

Коефіцієнти розробленої схеми для 2+= rm  
 

k  Поря-
док точ-
ності 

Коефі-
цієнт 0 1 2 3 4 5 

rmE ,

 

ka  1 1 1 – – – 
2 

kb  1 – – – – – 
-1 

ka  1 
3 
4 

1 
2 

1 
4 

– – 
4 

kb  1 
1 
4 

– – – – 

11 
4 

ka  1 
2 
3 

2 
5 

1 
5 

1 
15 

– 
6 

kb  1 
1 
3 

1 
15 

– – – 

-71 
15 

ka  1 
5 
8 

5 
14 

5 
28 

1 
14 

1 
56 

8 

kb  1 
3 
8 

3 
28 

1 
56 

– –

379 
56 

 
Початкове наближення для 0i =  при реа-

лізації схеми (20) можна отримати, викорис-
товуючи традиційну (явну) Т-схему [4].  
Т-спектр матриці Якобі визначають, вико-

ристовуючи підхід, викладений у роботі [10], 
або метод скінченних різниць.  
Виходячи зі збіжності ітераційного проце-

су, для зменшення результуючої обчислюва-
льної складності в формулі (20) допускається 
задавати 1m m< . Наприклад, якщо 1 0m = , 

отримаємо метод простої ітерації [1], оскіль-

ки ( ) ( )1 0n iY I+δ = – одинична матриця [10]. 

Висновки 

Розроблено схему числового інтегрування 
(4), (6), (16) універсального вигляду, оскіль-
ки вона включає багато з відомих Т-схем.  
Так, якщо 0m= , 1kb = , маємо (найпрос-

тішу) явну Т-схему [4], якщо 0r = , 1ka = , – 

неявну Т-схему [5], якщо r m= , 

( )1 2
k k

k ka b −− = = , – неявну (зміщену)  

Т-схему (4), (5). 

Порядок точності розробленої схеми (3), 
(14), (19) дорівнює сумі максимальних номе-
рів Т-дискрет основного і зміщеного  
Т-спектрів, що беруть участь в операції від-
новлення.  
Кожен урахований член ряду Тейлора 

(кожна Т-дискрета) точного розв’язку дифе-
ренціального рівняння підвищує порядок  
точності схеми на одиницю.  
Отже, розроблена схема має не покращу-

ваний (оптимальний) для схем вигляду (4), 
(6) порядок точності. При цьому вид похиб-
ки апроксимації розробленої обчислювальної 
схеми (17) подібний до виду такої похибки 
для лінійних багатокрокових методів, а її 
значення для розробленої схеми (значення 
коефіцієнта ,m rE ) менше такого значення 

для лінійних багатокрокових методів [3]. 
Розроблена схема для m r=  є А-стійкою, 

а для 1m r= + , 2m r= +  – L-стійкою.  
Вигляд її області абсолютної стійкості  

повністю збігається з виглядом такої області 
для методів Рунге-Кутта оптимального по-
рядку [2], оскільки розроблена схема має од-
накові з ними функції стійкості, які є апрок-
симаціями Паде для експоненціальної функ-
ції. 
Розроблено А-стійку з оптимальним по-

рядком точності неявну обчислювальну схе-
му розв’язання задачі Коші для звичайного 
диференціального рівняння на основі зміще-
них диференціальних перетворень з викори-
станням степеневих функцій.  
Характеристики точності та стійкості за-

пропонованої схеми дозволяють ефективно 
застосовувати її для розв’язання жорстких 
диференціальних рівнянь. 
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