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РОЗРАХУНКОВА ОЦІНКА ВПЛИВУ КОЕФІЦІЄНТА ТЕРТЯ КОВЗАННЯ 
НА ДОВГОВІЧНІСТЬ ЦИЛІНДРИЧНИХ ПРЯМОЗУБИХ ПЕРЕДАЧ  
Запропоновано використання методики розрахунку зношування зубів на довго-
вічність та умови їх зачеплення, яка заснована на феноменологічній розрахун-
ковій моделі фрикційно - втомного зношування при терті ковзання З викорис-
танням розробленого методу розрахунку зношування і довговічності зубчас-
тих передач проведено дослідження впливу коефіцієнта тертя ковзання на до-
вговічність двох видів прямозубих циліндричних передач за однакових умов ро-
боти: зі стальними зубчастими колесами і металополімерної з поліамідними 
колесами, армованими вуглецевими та скляними дисперсійними волокнами. 
Враховується також зміна умов зачеплення зубів (дво – одно – двопарне) та 
зміна умов їх трибоконтактної взаємодії внаслідок зношування.  
Встановлено, що передача зі стальними колесами має приблизно однакову дов-
говічність, як металополімерна пряма передача зі стальною шестернею і 
склокомпозитним колесом у діапазоні f = 0,17…0,4. Довговічність металопо-
лімерних передач з вуглекомпозиту (прямої і оберненої) у кілька разів є більшою 
за довговічність металевої зубчастої передачі у діапазоні f = 0,1…0,4. Зокрема 
прямої передачі вона буде від 3,45 до 10,2 разів, а оберненої – від 10,3 до 3,7 ра-
зи  Подано графічно закономірності впливу коефіцієнта тертя ковзання на до-
вговічність передач. Проведена оцінка максимальних контактних тисків у за-
чепленні цих передач свідчить, що їх найбільша величина буде на вході зубів в 
однопарне зачеплення. Спостерігається дуже значна відмінність між їх вели-
чиною у передачі з металевими колесами і металополімерними передачами. Зо-
крема для металополімерної вуглекомпозитної передачі вони є меншими близь-
ко 16 разів, а для металополімерної склокомпозитної передачі близько 18 разів. 
Також досліджена зміна початкових максимальних контактних тисків у заче-
пленні внаслідок зношування зубів та встановлено її закономірності. Отримані 
результати подано графічно, що унаочнює отримані закономірності.  

Ключові слова: циліндрична евольвентна зубчаста передача; коефіцієнт тер-
тя ковзання; довговічність;  контактний тиск  

Вступ. З метою ефективного зниження коефіцієнта тертя у трибомеханічних 
системах різного виду  широке застосування знаходять мастильні матеріали, в 
т.ч. і з використанням антифрикційних і протизношувальних додатків, внаслідок 
чого досягається зниження зношування та збільшення довговічності. Зокрема це 
стосується і зубчастих передач. Одним з фундаментальних чинників, що визна-
чають умови тертя у трибологічній системі, є коефіцієнт тертя ковзання f. Тому 
дослідження впливу цього параметра на ресурс зубчастих передач, що працю-
ють при граничному чи змішаному терті, має життєво важливе практичне зна-
чення. Крім того у металополімерних зубчастих передачах без мащення у випа-
дку сухого тертя застосовують модифікування полімерів дисперсними частин-
ками мікронного розміру чи короткими волокнами для регулювання величини 
коефіцієнта тертя. У літературі відсутні дослідження впливу коефіцієнта тертя 
на зміну довговічності зубчастих передач як з металевих, так і з неметалевих 
матеріалів з використанням відомих обчислювальних методів [1–11].  
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З використанням методу [13 – 18] розрахункової оцінки зношування і довго-
вічності зубчастих передач, буде досліджено вплив коефіцієнта тертя у практич-
ному діапазоні на довговічність вказаних видів зубчастих передач при однако-
вих умовах роботи. На відміну від зазначених методів розрахунку зубчастих пе-
редач [1–11], в основу яких покладено закон абразивного зношування Архарда, 
яке практично відсутнє у зубчастих передачах, у авторському методі, що базу-
ється на відомій феноменологічній розрахунковій моделі фрикційно - втомного 
зношування при терті ковзання [12], розраховується зношування зубів на довго-
вічність та умови їх зачеплення.  

Метод розрахунку лінійного зношування. Для визначення лінійного зно-
шування kjnh  зубів у довільній точці j  робочої  поверхні за цикл їх взаємодії 
використовується така формула [17, 18]: 

 max
k

k

m

j jh jh
kjn m

k S

v t fp
h

C 


       (1); 

де jht  – час трибоконтактної взаємодії (зношування) зубів протягом переміщен-
ня j -тої  точки їх співдотику по контуру зуба на змінну внаслідок зношування 
ширину площадки контакту 2 jhb ; j =1,2,3,… – точки контакту на профілях зу-

бів; 0 1 1 sinv r   – швидкість переміщення точки контакту по профілю зуба; 1  
– кутова швидкість шестерні; 1r   радіус ділильного кола шестерні; jv – швид-

кість ковзання; f – коефіцієнт тертя ковзання; maxjhp  – максимальний трибокон-

тактний (при зношуванні зубів) тиск у j - ій точці взаємодії; ,k kC m - характери-
стики зносостійкості матеріалів зубчастих коліс для вибраних умов [14, 19]; S  - 
границя міцності матеріалів при зрізі; 0.35S B  – границя міцності матеріалів 
коліс при розтязі. 

Внаслідок зношування зубів відбувається збільшення радіусів кривини їх 
робочих профілів. Відповідно відбуватиметься зниження початкових максима-
льних контактних тисків maxjp та збільшення ширини площадок контакту 2 jb  в 
кожній j -тій точці співдотику зубів. Тому при врахуванні зношування зубів по-
точні значення maxjhp  і 2 jhb   розраховуються за  модифікованими формулами 
Герца      

max 0.418 /jh jhp N   , 2 2.256jh jhb N     (2); 
 

де /N N bw   ; 1 19550 / cosN P r n   – сила, що діє у зачепленні; P – потужність 
на ведучому валі; b – ширина шестерні; w - кількість пар зачеплень зубів; 

   2 2
1 1 2 21 / 1 /E E      ; ,E  – модуль Юнга та коефіцієнт Пуасона матеріа-

лів коліс; 1n  – кількість  обертів шестерні; 020   – кут зачеплення; 

1 2

1 2

jh jh
jh

jh jh

 


 



 – змінний при зношуванні зведений радіус кривини профілів 
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зубів у нормальному перерізі; 1 jh , jh – відповідно, змінні радіуси кривин про-
філів зубів шестерні і колеса.  

В процесі роботи зубчастої передачі внаслідок зношування зубів  початкові 
радіуси кривин 1 j , 2 j  [14] їх робочих профілів та, відповідно, зведений радіус 
кривини j  зростатимуть.  

Відповідно, вони обчислюються так:  
1 2

1 2

j j
j

j j

 


 



 ,  1 1 1j b jr tg  ,    2 2

2 2 2 2/ cosj jr r r   , 

1 1 cosbr r  , 1 10( )j arctg tg j     , 

   2 2
10 20 21 / cos

cos
utg u tg r r  


    , 

2 2r mz , 20 2ar r r  ,  2 2ar r m  ,  1 1ar r m  , 0, 2r m , 
 

2 2
1 1 1( / ) coss stg r r   , 1 1 1 0,2s a ar r r r m    ,  2 2 cosbr r  , 1 1ar r m  , 

 

 2 2
2 1 1 12 cosj j j jr a r ar      ,  1 2 / 2a z z m  , 1 1 1cos / cosj jr r   , 

2
20

20

cos cosr
r

  ,  
2

21
2

1

1 11 cos
cos

s
s

rtg tg
u u r

  


       
   

, 

де 1 2,r r  відповідно, радіуси ділильних кіл шестерні і колеса; 1 2,b br r  радіуси 
основних кіл шестерні і колеса; 1 2,a ar r  радіуси вершин зубів коліс; r  радіус 
заокруглення вершин зубів; u – передаточне відношення; а – міжосьова відс-
тань;  – кут повороту зуба шестерні з точки початкового контакту (т.0) в точ-
ку 1 і т.д.; 10  – кут, що відповідає 1-ій точці контакту зуба шестерні на лінії за-
чеплення ; 1s – кут, що визначає положення останньої точки контакту зуба шес-
терні на лінії зачеплення; 20 , 2s – кути першої і останньої точки зачеплення 
зуба колеса на лінії зачеплення. 

Методика розрахунку зміни радіусів кривини зубів.  Вплив зношу-
вання на зміну вихідних радіусів кривини зубів досліджується у [15, 16] . Відпо-
відно у [15]  

1
n

kjh kj jk kjnD K     , k   1; 2,    (3); 

де kn n  =  1, 2, 3, ... – кількість обертів коліс; k – нумерація коліс (1 – шестер-
ня, 2 – зубчасте колесо); 2

jk kjD K – безрозмірні постійні в кожній точці j  кон-
такту, які  у загальному випадку є залежать від зношування зубів. 

Зміна кривини профілів зубів внаслідок зношування впродовж кожної їх 
окремої взаємодії  

28 /kj kj kjK h l   (4); 
Для зменшення тривалості обчислень розроблено блокову схему розрахунку.  
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Тут зміна радіусів кривин профілів зубів, їх зведеного радіуса кривини, мак-
симальних контактних тисків, ширини площадки контакту не розглядається піс-
ля кожного оберту (циклу зачеплення), а після певної кількості  обертів (блоці 
взаємодій). У блоці розрахунок ведеться за лінійним методом накопичення, тоб-
то за постійних вихідних умов. В наступному блоці обчислень накопичені зміни 
враховуються за (5), (6) і за новими поточними даними продовжуються обчис-
лення вищевказаних параметрів. Час обчислень зменшується пропорційно вели-
чині блоку. Тоді радіуси кривини зубів у цьому випадку розраховуються за фор-
мулою [16]   

max

1

1
B

kjh kj k kjB kjB
B

E D K     ,    (5); 

де B  – кількість обертів коліс (величина блоку циклів взаємодії зубів) з незмін-
ними умовами контакту; величина блоку вибирається наступним чином: B = 1  
один оберт – точний розв’язок, 1B n  (об/хв), 1B n  обертів за 1, 10, 100 год; 1B  
та maxB – відповідно, перший та останній блоки обчислень; kE  – безрозмірні пос-
тійні, значення яких вибираються у залежності від допустимого зношування kh 

зубів; 2
kjB kjBD K  – безрозмірні постійні, значення яких є незмінні у блоці, і які 

можуть залишатись незмінними у наступних блоках чи змінюватися в кожному 
наступному блоці. 

Зміна кривини профілів зубів внаслідок зношування впродовж кожного окре-
мого блоку взаємодій зубів буде 

28 /
B

kjB kjn kjK h l     (6); 

Оскільки зношування зубів в процесі роботи передачі спричиняє зміну по-
чаткових радіусів кривини, то значення kjnh обчислюються в кожному наступно-

му оберті  за час jht 02 /jhb v , а змінна ширина площадки контакту 2 jhb  у  

( 1kn  ) - му оберті чи у ( 1)B  - му блоці розраховується згідно (2).  
Для розрахунку швидкості ковзання використовується співвідношення  

 1 1 1 2j b j jv r tg tg        (7); 

де 1 1 cosbr r  . 
Довжина хорди  кола, що заміняє евольвенту між точками  j – 1, j + 1, обчи-

слюється так: 
2 sin constkj kjh kjhl        (8); 

де /kjh kj kjhS   – кут між точками j та j +1; 
2 2

, 1

1 1 cos
4 cos cos

k
kj

kj k j

mzS 
  

 
    

 – 

довжина евольвенти профілю між точками j , j + 1; j, j+1 – кути зачеплення для 

вибраних точок евольвенти j, j + 1 (див. вище);  2 2 2arccos / cosj jr r     , 

 2, 1 2 2, 1arccos / cosj jr r  
    ; m – модуль зачеплення; 1 2,z z  кількість зубів 

шестерні і колеса. 
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Внаслідок зношування зубів після кожної взаємодії чи блоку взаємодій зазнава-
тимуть зміни усі розрахункові параметри, зокрема 1 jh , 2 jh , 1 jh , 2 jh , jh , 

maxjhp , 2 jhb , jht .  

Розрахунок сумарного зношування. Для вибраної довільної кількості обе-
ртів 1sn  шестерні і 2sn  колеса, яким відповідатиме відповідна кількість блоків, 
сумарне зношування 1 jnh  та 2 jnh  зубів в j - их точках контакту обчислюється так: 

1

1 1
1

sn

jn jBh h ,   
2

2 2
1

sn

jn jBh h     (9); 

де 2 1 /s sn n u ; kjB kjh h  – зношування зубів в кожному блоці; u  – передава-

льне відношення передачі. 
Розрахунок довговічності. Тривалість (ресурс) роботи передачі t для зада-

ної кількості обертів 1sn  чи 2sn  коліс знаходиться наступним чином: 

1 1 2 2/ 60 / 60s st n n n n     (10); 
При досягненні прийнятого допустимого зношування kh   зубів  в одній із 

точок профілю одного з коліс автоматично обраховується відповідне максима-
льне число обертів max1sn  та max 2sn , що дозволяє згідно (10) визначити граничний 
мінімальний ресурс передачі. 

Методика визначення кутів зачеплення. У прямозубій циліндричній пе-
редачі реалізується дво – одно – двопарне зачеплення зубів. Кути переходу від 
двопарного (

21F ) до однопарного і знову до двопарного (
11F ) зачеплення та 

кут виходу 1E  зубів із зачеплення  тут  розраховуються так [14]:   
         

2 2 1 11 10 1 1 10 1,F F F F           , 1 10 1E E      

де    
2 2 1 11 1tg tg , tg tg ,F F F F         10 10tg tg ,     

        
2 1

1 1 1 2

1 1

sin ( ) sin ( )tg , tg ,
cos cos

b b
F F

r p e r p e
r r
 

 
 

   
   

cosbp m  , 2 2
1 1 1 1 sins be r r r    , 2 2

2 20 2 2 sinbe r r r    , 1 tg tg ,E E   

1 1arccos( / )E b sr r  . 

Приклад числового розв’язання задачі: Розрахункові дані прийнято на-
ступними: Тnom = 4000 Hмм; P = 0,42 кВт; gK = 1.2 – коефіцієнт динамічності; 

1z  20;  m  4 мм; u  3; 1n   1000 об/хв;    40; b = 20 мм;  а = 160 мм; 
h   0.5 мм; f   0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4; В = 6·106  обертів (100 годин експлуатації). 
Матеріали металевих коліс: шестерня – сталь 38ХМЮА, азотована на глибину 
0.4 ... 0.5 мм, НВ 600; B   1040 МПа, 1 365S  МПа, 1C   3.9∙106, 1m   2; коле-
со – сталь 40Х, об’ємне гартування, НВ 341; B  981 МПа, 2S = 345 МПа, 2C 
0.17∙106, 2m  2.5; E  2.1∙105 МПа,    0.3, 

Матеріали коліс двох конструктивних типів металополімерної передачі:  
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– пряма: стальна шестерня – композитне колесо (Ш(С)/К(К)); обернена: 
композитне колесо – стальна шестерня (Ш(К)/К(С)) ;  

– сталь 45 в стані поставки,  шліфування,  Е = 2.1·105 МПа,    0.3; С = 109,  
m = 2;  

– композит 1: вугленаповнений поліамід УПА – 6130 УВ, Sв = 48 МПа, Ев = 
520 МПа,  νв  = 0.42, Св = 4.7·106,  mв = 2.3; об’ємний вміст наповнювача – 30%;  

– композит 2: склонаповнений поліамід ПА6-Л-СВ30-1, Sc = 52 МПа, Ес = 
390 МПа,  νс  = 0.42, Сс =1.2·106,  mс = 1.9; об’ємний вміст наповнювача – 30%.  

Результати обчислень подано на рис. 1 – 3. Зокрема на рис. 1 подано обчислену за 
блоковим методом мінімальну довговічність t  передач (криві 1, 3, 5, 7, 9), при якій в 
одній із точок контакту зубів коліс досягається допустиме зношування. Також 
тут наведено результати розрахунку довговічності ty передач за спрощеним ме-
тодом (криві 2, 4, 6, 8, 10), коли умови контактної взаємодії зубів приймаються 
незмінними протягом часу роботи зубчастої передачі до досягнення допустимо-
го зношування, тобто не враховується вплив зношування зубів на зміну почат-
кових максимальних контактних тисків. За спрощеним методом обчислень дов-
говічність передач буде в 1.2…1.3 рази меншою, ніж за уточненим, де врахову-
ються реальні умови трибоконтактної взаємодії. 

 
Рис. 1. Довговічність зубчастих передач:  

сталь / сталь  — · — ,  склокомпозит / сталь — — ,  вуглекомпозит / сталь —— ; 
передача з металевими колесами -  9 – t , 10 – ty;  металополімерні передачі – 1, 3, 5, 7 – 

t , 2, 4, 6, 8 – ty передача Ш(С)/К(К) – 1, 5 ; передача Ш(К)/К(С) – 2, 6  
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У закритих зубчастих передачах з металевими колесами застосовується 
змащування оливами і там реалізується граничне тертя, при якому f = 0.05…0.1. 
Однак при недостатньому змащуванні або ж деструкції оливи у процесі роботи 
зубчастої передачі коефіцієнт тертя зростатиме. В окремих випадках передача 
може працювати в режимі напівсухого чи, навіть, сухого тертя, при якому кое-
фіцієнт тертя сягатиме 0.4…0.6. Металополімерні передачі з досліджуваних змі-
цнених поліамідних композитів достатньо надійно працюють без мащення при 
сухому терті  з коефіцієнтом тертя f = 0.3 … 0.4. Однак шляхом зміни процент-
ного вмісту і складу армуючих компонентів чи із застосуванням змащування із 
додаванням антифрикційних додатків до олив його можливо суттєво зменшити 
та внаслідок цього збільшити довговічність передачі. Аналіз наведених графіч-
них залежностей впливу коефіцієнта тертя на довговічність передач свідчить, 
що свідчить, що передача зі стальними колесами має приблизно однакову довго-
вічність, як металополімерна пряма передача з склокомпозитним колесом у діа-
пазоні f = 0.17 … 0.4. Обернена передача зі склокомпозитною шестернею має 
суттєво нижчу довговічність. А от передача зі стальними колесами не витримує 
конкуренції по довговічності не лише з прямою металополімерною передачею  з 
вуглекомпозитним колесом, а й з оберненою з вуглекомпозитною шестернею. 
Довговічність цього виду металополімерних передач у декілька разів є більшою 
за довговічність металевої зубчастої передачі у діапазоні f = 0.1… 0.4. Зокрема 
прямої передачі вона буде від 3.45  до 10.2 разів, а оберненої -  від 10.3 до 3.7 
рази (див рис. 1). 

Спостерігається теж своєрідний ефект, що довговічність прямої і оберненої 
металополімерної передачі стає однаковою при f = 0.15, а при подальшому зрос-
танні f склокомпозитна передача матиме більшу довговічність, ніж вуглекомпо-
зитна передача та передача зі стальними колесами. 

Отже для досліджених видів матеріалів передач значно ефективнішою буде 
як пряма, так і обернена вуглекомпозитна металополімерна передача у широко-
му діапазоні зміни коефіцієнта тертя ковзання.   

 

     
а                                                              б 

Рис. 2. Зміна  максимальних контактних тисків у процесі дво – одно – двопарного 
зачеплення зубів: а – передача з металевими колесами:  ———   maxjp ,   — — —  

maxjhp ; б – металополімерні передачі: світлі значки – склонаповнений композит; темні 
значки – вугленаповнений композит 
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Важливим параметром для реальної зубчастої передачі є її навантажувальна 
здатність, яка характеризується рівнем максимальних контактних тисків maxjp  у 
зачепленні. Відповідно на рис. 2 наведено розрахункові значення початкових конта-
ктних тисків maxjp  від входу зубів у зачеплення до виходу з нього, а на рис. 2, а; 3 - 

їх трансформацію maxjhp  у результаті зношування зубів. Ліва і права області це дво-
парне зачеплення, а центральна область – однопарне зачеплення зубів.  

Порівняння найбільшої величини maxjp , які виникають на вході зубів в од-
нопарне зачеплення  у цих передачах, свідчить, що спостерігається дуже значна 
відмінність між ними. Зокрема вона складає близько 16 разів для металополіме-
рної вуглекомпозитної передачі і близько 18 разів для металополімерної скло-
композитної передачі. Ця обставина кардинально впливає на довговічність пере-
дачі зі стальними колесами і це підтверджено вище на рис. 2. 

Зношування зубів протягом періоду роботи передач до досягнення прийня-
того їх допустимого зношування призводить до зниження maxjp , тобто до пото-

чного рівня maxjhp . На рис. 2, 3 наочно показано величину змін, тобто трибокон-

тактні максимальні тиски maxjhp .   

    
а                                                              б 

Рис. 3. Зміна контактних тисків у процесі дво – одно – двопарного зачеплення зубів  
металополімерної передачі: а – вуглекомпозитне колесо, б – склокомпозитне колесо;  —

— maxjp ,  — maxjhp  у передачі  Ш(К)/К(С), ∙ ∙ ∙ maxjhp  у передачі Ш(С)/К(К) 

Для передачі з металевими колесами і оберненої металополімерної передачі 
(Ш(К)/К(С)) характер зміни maxjp  є однаковим – спостерігається їх суттєве знижен-
ня у лівій області двопарного зачеплення та й у початковій зоні однопарного зачеп-
лення. Натомість у прямій металополімерній передачі зі стальною шестернею і 
композитним колесом (Ш(С)/К(К)) має місце відносно незначне зниження maxjp . 

Поданий метод дослідження зубчастих передач дозволяє на етапі проектування 
зубчастих передач провести оцінку не лише за критерієм контактної міцності зубів, 
а що ще більш важливо – за критерієм довговічності передачі, і за необхідності про-
вести її оптимізацію шляхом вибору матеріалів коліс,  відповідного виду мастиль-
них матеріалів чи армуючих компонентів полімерних композитів. 
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M. V. CHERNETS, М. V. KINDRACHUK, О. V. TISOV, А. О. КОRNIENKO,  
А. О. YURCHUK 

COMPUTATIONAL ESTIMATION OF SLIDING FRICTION COEFFICIENT 
EFFECT ON DURABILITY OF STRAIGHT-CUT SPUR GEARINGS 

It is proposed to use a method of gear teeth wear and durability calculation and calculation of 
conditions of their operations based on phenomenological model of calculation of frictional-
fatigue wear during sliding friction. Using the developed method of wear and durability calcu-
lation gears, a study of the effect of sliding friction coefficient on durability of two types of 
straight-cut spur gears under identical working conditions was carried out: with steel gears and 
metal-polymer couple with polyamide wheels reinforced with carbon and dispersed glass fi-
bers. It also takes into account the change of teeth engagement conditions (two - one - double) 
and the change of tribocontact interaction conditions as a result of wear. It has been established 
that the gear with steel wheels has approximately the same durability, as a metal-polymer di-
rect transmissions with a steel pinion and a glass-composite gear in the range of f = 0.17 ... 
0.4. The durability of metal-polymer gear made of carbon-composite (direct and inverse) is 
several times greater than the durability of a metal gearing in the range of f = 0.1 to 0.4. The 
regularities of the influence of sliding friction coefficient on the durability of gearings are pre-
sented. The estimation of the maximum contact pressures in the engagement of these transmis-
sions shows that their largest value will be at the inlet of the teeth in one-sided engagement. 
There is a very significant difference between their value in transmission with metal gears and 
metal-polymer transmission. In particular, for metal-polymer carbon-composite transmission, 
they are smaller about 16 times, and for glass-fiber metal-composite transmission is less in 
about 18 times. Also, the change in the initial maximum contact pressures due to tooth wear 
and its regularity was determined. The obtained results are presented graphically, and this illus-
trates obtained regularities. 

Key words: involute spur gear; sliding friction coefficient; durability; contact pressure. 
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