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Запропоновано новий метод трипараметричної екстраполяції випадкових нестаціонар
них процесів на тлі завад, який дозволяє по попереднім значенням процесу, що спостері
гається, та певній апріорній інформації щодо процесу, дозволяє екстраполювати четве
рте та подальші значення нестаціонарного процесу

Вступ
Вирішення задач екстраполяції ви

падкових процесів займають важливе мі
сце як в теорії випадкових процесів, так і 
в практичному використанню цієї теорії в 
рішеннях практичних задач надійності, 
діагностиці, контролю якості, обробці си
гналів на тлі завад та інших задач в різних 
галузях науки та техніки. На сьогодніш
ній день недостатньо вивченими залиша
ються задачі екстраполяції випадкових 
нестаціонарних сигналів (ВНС) на тлі 
стаціонарних та нестаціонарних завад.

В [1, 2] були запропоновані однопа- 
раметричний та двохпараметричний ме
тоди екстраполяції, недоліком яких с те, 
що вони дозволяють по двом попереднім 
значенням процесу, що спостерігається, 
екстраполювати лише одне, третє значен
ня випадкового нестаціонарного процесу.

Запропонований рекурсивний ме
тод, який використовує ймовірносну ви
хідну інформацію, отриману в двохпара-
метричному методі екстраполяції та до-

*зволяє екстраполювати крім третього У)* *
четверте У4 і п’яте ¥; значення випадко
вого нестаціонарного процесу на тлі за
вад.

В роботі подається змістовна трак- 
товка задачі трипараметричної оптималь
ної екстраполяції ВНС на тлі завад, вво
дяться необхідні позначення і виводиться 
математична постановка задачі, розгля
даються особливості вибору моделі для 
екстрапольованого значення, а також кри

терії оптимізації. В ролі критерію викори
стовується мінімальна дисперсія похибки 
екстраполяції. Задача вирішується в прос
тішій постановці: є два дискретні спосте
реження, по їх значенням необхідно пе
редбачити третє, четверте та п’яте зна
чення.

Постановка задачі
Розглянемо класичну постановку 

задачі рекурсивного методу оптимальної 
екстраполяції ВНС на тлі завади, яка має 
наступний вигляд. Основні позначення 
використовуються такі ж, як у двопараме- 
тричному методі [2].

Задача рекурсивного методу опти
мальної екстраполяції розв’язується у та
кій загальній постановці. Приймаються 
такі припущення:

1) відомі результати N  попередніх спо
стережень випадкового нестаціонарного 
процесу Х(ї) на тлі завади с'(ї)]

2) завада вважається випадковим ста
ціонарним процесом з апріорно відомими 
математичними сподіваннями і кореля
ційною функцією:

Щ£(0] = ( 1)

к Л Лі ) =<Г‘ Р ‘ (Аі ) ,  (2)

де: су; -  дисперсія (потужність) завади, 

Р-Ш) — нормована кореляційна функція 
завади; АІ = і2 — і{.

3) математичне сподівання ВНС 
А/[АГ(/)], дисперсія В[Х(ї)\ \ кореляцій-
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на функція Кх (іі ; Г) вважаються апріо
рно відомими;

4) екстрапольоване значення ВНП 
У ((і ) розглядається як п-параметрична 

функція N  значень У (О , 7 0 л ) ВНП, 
що спостерігається (Ат > п) \

У* ('лм) = Уц+, [7(А), У (*2X7 X «, »«„],( з)

де: а {, а  -  параметри оптимізації вибо

ру 7 * (^л+і) за певним критерієм.
5) в ролі критерію оптимізації виступає 

показник точності екстраполяції, який 
при використанні методу максимальної 
правдоподібності приводить до такого 
оптимального вибору параметрів і крите
ріїв оптимізації:

Д  (а, , ,а  ,) = т іп  Д  (<х ,,<х, ,) =І т ш  V 10!)! порі 4 ] \  )ор! ’ 1 0!)! 4
а \

= т т  М [ Ґ { 1„+]) - ¥ , +1]2, (4)
а і ,а„

тіп («і оР І, а нор,) = т іп  Дл (а, , а  ) =
а \

= шіп М [ ¥ \ і , +, ) - ¥ , +̂ .  (5)
О'і

Операції пошуку максимально точ
них екстрапольованих значень (4), (5) до
зволяють знайти оптимальні значення па
раметрів а у, а п :

«>,*, = а г § т іп Д ](« 1) 7 (6)

а 2„Р, = агатіпД2( « 2)  ̂ (7)

=агйт іп Д ;(«„) (8)

При цих припущеннях загальна по
становка задачі оптимальної екстраполя
ції має наступний вигляд.

Відомі наступні дані:
1. Апріорна інформація щодо ймові- 

рносних характеристик Х(ї).
2. Апріорна інформація щодо ймові- 

рносних характеристик £(1).
3. Аналітична форма процесу

7 (0  = У [Х 0 Ш  0 ] .  (9)

4. Використовуються критерії мак
симальної точності екстраполяції (4), (5).

5. Використовується класичний ме
тод пошуку координат екстремуму функ
ції п змінних, вирішуючи систему рівнянь 
и-го порядку.

Необхідно довизначити апріорну 
інформацію і застосувати класичний ме
тод пошуку координат екстремумів (4), 
(5 )і знайти:

1. Оптимальні значення

ґї0) а (У}а \ и 2 „ р ґ а ( 3 )  |
З арі

де <3) вказує на те, що ці параметри визна
чаються для методу трипараметричної 
екстраполяції.

2. Мінімальні значення параметрів
^ 1  т і п  ( а \орі ) ’ ^ 2 т п Л а і п р і ^  '  ^ З т і п С Д о р і ) '

3. Вибрати критерії ефективності 
отриманих методів і алгоритмів оптиміза
ції екстрапольованих значень У*р,(14) ,

0 * 5  )•
4. Виконати порівняльну оцінку 

ефективності методів оптимальної екст
раполяції ВНС.

Зрозуміло, що задача оптимальної 
екстраполяції ВНС в умовах, коли спо
стерігають Аі значень, прогнозують N2 

значення, в такій загальній постановці є 
дуже складною, і повинна розв’язуватись 
за методом математичної індукції. Врахо
вуючі нестаціонарність випадкового про
цесу першою задачею рекурсивного ме
тоду є задача трипараметричної оптима
льної екстраполяції при ;У| = 2, N2 = 2.

Тому в статті вирішується загальна 
задача рекурсивного методу оптимальної 
екстраполяції ВНС, виконується конкре
тизація вихідних даних для методу трипа
раметричної оптимальної екстраполяції
для випадку п = 3, коли використовують

сяся три параметри оптимізації а/0/>, , 
а:орУ \ і, відповідно.
С  =  . А н а .

логічно може бути визначено значення 
у* = 7 (7  У Ґ  Ґ  а {4) а і4) (А4) а (4))5 орі
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Рекурсивний метод оптимальної ек
страполяції випадкових нестаціонарних 
сигналів на тлі завад передбачає виконан
ня декількох ітерацій, в результаті яких 
будуть обчислені декілька значень вели
чини У і,..., Уз , що спостерігаються.

Перша ітерація. Це по суті двопа- 
раметричний метод екстраполяції, який 
був розглянутий в статті [2], де задача ек
страполяції полягає в тому, щоб у най
кращий спосіб по значенням 7/ і У? , що 
спостерігаються, отримати оцінку 7? 
майбутнього значення 7?:

У* = о Д  + а 2У2 (Ю)

без процедури нормування а х+а2 ^ 1 . 
Друга ітерація. По значенням 7/ і

7? , що спостерігаються, та отриманій * * 
оцінці Уз визначається оцінка У4 май
бутнього значення У4 .

У! = а !3,У + с Д 7 , + с Д 7 ( 11)

де а /'3’, й2(3), «з(3> -  параметри трипараме- 
тричної оптимізації.

Третя ітерація. По значенням 7/ , 
У2, Уз , У4 визначається оцінка Уз май
бутнього значення Уз і т. д.

Основні характеристики і параметри 
рекурсивного методу наведені на рис. 1.

Рис. 1. Ілюстрація умов екстраполяції

З першої ітерації ми використовує
мо екстрапольоване значення випадково
го сигналу Уз , його дисперсію 7 ) [ 7 з  ], ко
реляційні функції ку([/, 7), ку((/, (з),

ку(і2 , (з). Решта параметрів, необхідних 
для рекурсивного методу, буде обчислена 
нижче.

Вводяться основні позначення випа
дкових величин [2], що екстраполюються, 
їх ймовірнісні параметри та набір апріор
ної інформації про випадковий нестаціо
нарний сигнал. На основі цієї інформації 
розроблений метод трипараметричної оп
тимальної екстраполяції випадкових не
стаціонарних сигналів на тлі завад, отри
мані математичні вирази для оптимальної*екстраполяції наступного значення У4 та 
його ймовірностних параметрів.

Друга ітерація рекурсивного методу 
використовує припущення (1 ,3 ,4 ,5 ), 
описані вище.

Оцінку У4 істинного значення У4 в 
момент часу 7 розглянемо як лінійну 
комбінацію попередніх значень, що спо
стерігаються (11).

Таким чином, для оптимізації оцін
ки У4 обираємо критерій оптимізації та
кий же як в [2] і використовуємо 
«2<3), а / 3) як керовані змінні оптимізації.

Використаємо середньоквадратич- 
ний критерій методу найменших квадра
тів у вигляді квадрату відстані між У4 та 
У4* у евклідовому просторі:

£>(*) = А/[(74- У ;)2]. (12)

Для розв’язання задачі оптимізації 
будемо враховувати співвідношення для 
характеристик випадкових сигналів, що 
спостерігаються, зі статті [2].

В задачі оптимізації використовуємо 
класичний метод знаходження мінімуму 
функції трьох змінних. Беремо похідні від 
Д  по а /(3\  сі2(3\  «і(3\  та прирівнюємо їх до 
нуля (це є необхідною умовою екстрему
му [4]):

<зд
оа (31 =  0 5 Д

досі3)
=  0

0 Д
да (3) - 0

враховуючи те, що другі похідні мають 
такий вигляд:

д2Р е д2Р е д2Р с
д а р 2 ’  д а р  д а р  ’  д а (р д а (р
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д2Б£ д 2Б .Л.
да2’да13) д а ^ д а ^ а « ^ 3)2 ’

дгОє о 2 А о гБ е
д а {3)д а (3) 5аз'’)5 а 23) ’ 5 а ‘3)- ’

де А; = А :(а/<3), а 2(Х  а і(3)) записано для
скорочення запису.

Вирішуємо систему рівнянь третьо
го порядку ВІДНОСНО «2(3), «з<3), отри-

(3) (3) (3)маємо а1орі а2ор, , а3о/У .
Підставимо у вираз (12) замість У4* 

його значення з (11). Тоді отримаємо:

Я Д а І(3), а ‘3), а ‘3)) = М[(У4 - X X  -
(ІЗ)
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а ;( 3 )
і п р і

а . # 1 2 « і з

а  2 # 2 2 « 23

а 3 « 3 2 « з з

а | , « 1 2 « і з

«  21 « 2 2 « 2 3

« З І а 32 « 3 3

( 22 )

У формулі (22) чисельник дорів
нює [4]:

Ь, « 22« 33 -  Ь1 « 23« 32 +  « 12 а13Ь3 —
ЛЛ | ̂  ІЛ  ̂ЛЛ -і ̂  І ЛЛ | ̂  ІЛ ̂ ЛЛ2 ЛЛ | ̂  ЛЛ 22 Ь3 .̂ (23)

знаменник дорівнює:

а 11 й і ^

12 1  ̂ (3 #21 ̂ 'З 7 13 ̂ 22 <*31

О- 1 | #23 #3 ̂  І |  ̂#23 Я3 ]
(24)

Система рівнянь (22) буде мати рі
шення, якщо детермінант системи не до
рівнює нулю [4]: О Ф 0 .

а (3) =
и 2  о р і

«11 а , «13

#21 а 2 «23

«ЗІ а 3 «33

«11 «12 «13

« 2 і «22 «23

« 31 «32 « зз

(25)

+ Ь.лл^а,,1 1 22> 2» І 22) З Іа \\Ь2аз2
—Ьха2ха33 + ахза2ХЬ3 — ахзЬ2азх ;

знаменник дорівнює:

#^11 й ^ 2 2 з  | ] # 2 3 ^ 3  ̂  ̂ 12 # 2 3 ^ ”31

(26)

« (3) =  
п р і

33 «13

«11 «12

« 2 і «22

« з і «32

(27)
чз“ 22“зі

Ь,

ь ,

«11 «12 «13

« 2 1 «22 «23

«  31 «32 « з з

(28)

У формулі (28) чисельник дорівнює:

(29)
52 ^ 1 ^ 2 2 ^ 3 1  ’

знаменник дорівнює:

# І̂ ] #2 3  ̂ 3  ̂   ̂ 2 #23  « З  І
(3 0 )

ахха22Ь3 —аххЬ2а32 +  аХ2Ь2а3] -  
ЛЛ12 лл 21 /т І | лл 21 йР 3 2 Ьх ЛЛ 2 2 ЛЛ 31 ,

СЛ1 |« 2 2 « 3 3

12 21“ 33 4  3 “ 21 “ 32 43 “ 22 “ ЗІ

У формулі (25) чисельник дорівнює:

а2А  т „ 2і а 2д .

Тепер розглянемо другі похідні від 
А .(а /3), «2<3), а / 3'), отримаємо наступну 
матрицю:

Д 23(а1(3), < , ^ 3)) =

(3)2 <За|3)а<х(3)
-М[УХУ21 а а

д«,1(3)доГз3)
:М[^У;і

а 2 а .
д а ^ д а ї

= м ц у 2]; -С 2 _  = л 'К !]; .  пЗ  „ , = м у т ; і
да да2 да3

82І \
да3 а  а .

(3»Є г (3) 

(3) „,(3>

(-ЗІЯ̂ З!

а 2 а . = м [у ;2]

(31)

де А  = А ( а /3), ос/21, а3Д  записано для Квадратична форма від 3-х дійсних
скорочення запису. змінних а і, а2, аз, де « = 3 для матриці

Розглянемо достатню умову екстре- других часткових похідних буде мати та- 
муму функції трьох змінних [4]. кий вигляд:
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х 'А .х  =  (пі у  + О у ) а І ' )2 + ( т 2 + Иу  ) а {22}1 + ( т \  + £>

+ 2  [т у т у + к г , і 2) ]а {]3) а  {23) + 2 [ т т у, + к у (к , 1і )]а 

+ 2  [т у т у. + к у ((-,, ( 3 )]ог {А }а  ) л  > 0;

) « і 3'2 + 

1,3,а ' 3 , + (32)

де А -  матриця других часткових похід
них (32);

л'г = \а к ] -  матриця — строка; 
х = {а^ -  матриця -  стовпець.

При оптимальному значенні параме
трів а/{і\  а2{3\  а / 3’1 похибка екстраполяції 
мінімальна та приймає мінімальне зна
чення:

Я, («Й а (3) а <3)> ^ 2  орі  ’ ^ 2  о р і ,

\ 2 1 (ЗЇ2 / 2  2х (3)і/ 1 2\
)тш =  ™У4 +  (тУ, + <?*) + а 2 (™У2 +  СГу, ) +

+ а 11р1(т2у; + ^ 2у ; ) - 2 а ІоРІ[туту4 + к у(і„1л) \ - 2 а (3̂ [ т у тУА + ку(12,і4) \ -

- 2 а?оР< К ;  тг4 + К  ІЧ Л  )] + 2Х Х  X  ту2 + ку ('і Л )] +

+2Х Х  X  "V + к У Л )] + 2 а 2оРга ЗоРг К '2 т у : + ку (.4 > Ч )]■
*

Дисперсію оцінки У4 отримують за 
наступною формулою:

дп’]= + <л+</л=<х + <;х+<сх+„ ( 3 ) д з ) _  „ ( 3)2 2 „ ( 3)2 2 „ ( 3)2 2

+2Х Х А  (А Л  ) + 2«1(і« З ^Л г 0] X  + 2«2І«ЇЇЛ )' (*2 . 'З )д3) ,̂(3) (3) а (3),ІорІ^ЗорҐ

(33)

(34)

Ефективність трипараметричного 
методу оптимальної екстраполяції можна 
оцінювати за формулами:

Ні — відношення сигнал/шум на ви
ході оптимального екстраполятора:

ЩУЛ
(3) а (3)І орі ’ ^  Зорі а {3) )’ Зорі  / т і п

(35)

де Д[Е4] -  дисперсія випадкового сигна
лу, що буде спостерігатися у момент часу 
и, Х Х Х Л Х Х ш  -  мінімальна
дисперсія похибки екстраполяції.

Н2 — відношення дисперсії випадко
вого сигналу, що буде спостерігатися у 
момент часу и  , до дисперсії екстрапольо
ваного значення сигналу £>[Е#*]

_ Р[УЛ
о т

(36)

Ні -  відношення різниці між дисперсією 
випадкового сигналу, що буде спостеріга
тися у момент часу І4 , та дисперсією екс

трапольованого сигналу /ДУД] до мініма
льної дисперсії похибки екстраполяції:

К =
Д (« - (3) а (3)\ о р ( і  2 орі ’ орі Л ш пІ )  гпіп

(37)

Приклад. Для того, щоб перевірити 
дієздатність та ефективність метода був 
проведений експеримент методом статис
тичного імітаційного моделювання (СІМ). 
В експерименті була поставлена задача -  
методом СІМ в системі МаїНСАИ [5] 
встановити часові залежності наступних 
випадкових величин: Х І2 У і (і = 1...15), оп
тимального екстрапольованого значення 
У4 *, а також значення а!ор1, а2орі, аз»Ри 
Д ;(а/, а.2, о-з )»„■», Щ} ’4 ], Ні, Н2, Нз для інтер- 
вала кореляції завади Ат* = 0,25с.

Апріорними даними для МСІМ виб
рані такі значення величин: 
і і = 6 с ; (2 = 10 с -  часові відліки вимірю
вання параметрів X, і У,;
Із = 12 с -  момент часу для екстраполяції 
значення Уз;
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и = 14 с -  момент часу для екстраполяції 
значення У4,
то = 1 В; ті= 0,02 В/ 4с -  математичні 
очікування параметрів а о, а і незалежних 
випадкових величин, що мають гаусовсь- 
кий розподіл;
а о = 0,3 В, оі = 0,002 В -  їх середньоквад- 
ратичні відхилення ;
сгс = 0,01 В -  середньоквадратичне відхи
лення завади;
7 = 0,5 -  коефіцієнт не лінійності.

За допомогою стандартної функції 
МаїИСАВ тогт (/;, М, у }, де число реалі
зацій вибране п ~ 1; М  — математичне очі
кування; у=Оі -  середньоквадратичне від
хилення НВС, обчислюються значення 
коефіцієнтів сіо і я/ і п’ятнадцять значень 
завади .

В табл.1. показано результати екс
перименту. На рис. 2 відображені графіки 
Х(ї), }'(/) та Уорі(гУ) та Уорі(іА), де Уорі(іЗ) 
відображає на графіку У, , а УорІ(і4) - У4 .

На рис. З, 4, 5 відображені графіки 
залежності Д :=ДаД при а.2Прі, азпрі—сопзі; 
А=А«г), при аіор1, азоргсопяґ, Ц-Д«?), 
при аіорі, а.2„рі=сот( відповідно.
Таблиця 1. Результати експерименту

Х 1 * з
0,763763 0,778081 0,784143

* 4 г , Уг
0,789719 0,779228 0 ,782672

Уз у* 1 О Р І

0,771722 0,770553 0,386778

& І О Р І & З о о ґ У з *

0,593577 0,03435 0,789453

У4 Я|Уз*1 щ  У*\
0,793082 0,091996 0 ,131702

А. Й 2 О Л а  і ̂ 2^з)тііі
511,76122 0,684547 0,000176

Рис. 2. Графік результатів експерименту

параметру а,

Рис. 4. Графік залежності Д к(оо) від 
параметру а2
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Рис. 5. Графік залежності Ц .(аз) від 
параметру

Висновки
Аналіз результатів експерименту 

показує працездатність і ефективність 
способу навіть при низькому відношенню 
середньоквадратичних значень сигнал / 
шум.

За результатами експерименту мож
но зробити наступні висновки:

1. З графіка рис. 2 видно, що в мо
мент екстраполяції 12с екстрапольоване 
значення ¥3*=Гар1 розташоване ближче до 
реального сигналу А(12) ніж У( 12), а ре
зультат другої екстраполяції для моменту 
часу / - 14с ¥4 * -  У арі розташований бли
жче до реального сигналу Х(14) ніж У(14).

2. Метод СІМ дозволяє отримати 
двомірні графіки Ц.(«/), 0 .:(а2), Д ,(«,>) 
(рис. З, 4, 5), з яких наглядно видно, що 
дисперсія похибки екстраполяції є міні
мальною при а = аіорІ, а = а2орі, а = о-Зорі-

3. Коефіцієнт Ні — 511.7 великий 
(табл. 1.), що свідчить про те, що на вихо
ді екстраполятора гарне відношення «си
гнал -  шум», але він менше, ніж відповід
ний коефіцієнт для моменту часу і — 12с 
екстрапольованого значення У?* = Уор1 для 
двопараметричної екстраполяції.

4. Коефіцієнт Н2 = 0.685 (табл. 1.). 
Це свідчить про те, що метод дозволяє

обчислювати не тільки оптимальне про
гнозоване значення У4 *, але також про
гнозувати дисперсію майбутнього (екст
рапольованого) значення Д[УД].

5. Дисперсія похибки другої екстра
поляції Д.(а/; а2, «Дті„=0.000176 більше 
ніж дисперсія похибки першої екстрапо
ляції Д ;(аі, а2,)„,<>,=0.000094 для двохпа- 
раметричної екстраполяції.

Таким чином, результати експери
менту вказують на те, що рекурсивний 
метод оптимальної екстраполяції нестаці
онарних випадкових сигналів на тлі завад 
працює ефективно.
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