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Розглянуто еволюцію порожнин еліпсоїдальної форми в рідині в полі гравітації. Викори-
стання технології Maple  в реалізації математичної моделі  значно спрощує розрахунки 
форм  еліпсоїдальної порожнини від  часу та наявності  гравітації 
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Вступ 
Поведінка порожнини сферичної 

форми в рідині вивчена досить  добре і є 

декілька математичних моделей [1-3], які 
в тій чи іншій мірі враховують вплив реа-
льних властивостей рідини. Але якщо фо-

рма порожнини не сферична, то розраху-
нок динаміки такої порожнини є  досить 

складним і тому тривають пошуки більш 
простих математичних моделей, придат-
них з задовільною точністю описати про-

цес деформування таких порожнин. 

Мета статті 
Дослідження течій навколо 

порожнин виконуються, як правило, в 
рамках різних математичних моделей.  

Моделі, засновані на рівняннях Нав'є – 
Стокса, досить повно описують дію 
в'язких сил.  Але ці рівняння  складні, 

мають різні розв'язки в різних діапазонах  
чисел Рейнольдса і не завжди їх 

використання є доцільним. Як показано в 
[3, 5, 6], за певних умов можна 
побудувати хоча і менш точні, але  

простіші математичні моделі. 
Спираючись на результати цих 

досліджень, в статті викладено результати 
дослідження еволюції  еліпсоїдальної 

порожнини в рідині з урахуванням дії 

поля гравітації та поверхневого натягу. 

Постановка задачі 
Вдаючись до короткого висвітлення 

основних рис математичної моделі, 
зауважимо, що в основу метода покладена 

гідродинаміка  сферичних порожнин в 
ідеальній рідині [3] і методи теорії 

збурень.  При цьому збурення  потенціалу 
  і  радіуса  f  порожнини можуть бути 

породжені різними збуреннями фізичної 

або геометричної природи. До них можна 
віднести все, що відрізняє конкретну 
математичну модель від моделі 

незбуреної течії ., 00 R   Це, наприклад, 
збурення, пов'язані з наявністю поля сили 
тяжіння і поверхневого натягу, 
стисливості рідини та її в'язкості, 

місцевого  тиску, а також з різними 
геометричними особливостями течії 

(формою незбуреної порожнини, її 
орієнтацією, несиметричністю, 
обмеженістю течії та ін.). 

Вважаючи потенціал швидкості 

незбуреної течії 0  відомим, як і форму 

порожнини 0R , збурення потенціалу  

течії і збурення радіуса f розшукуються 
у вигляді  

),()(),(),,,(),( 00 tftRtRrtrt ,                        (1) 
де  збурення радіуса і потенціалу представляються відповідними  розкладами (за 
поліномами Лежандра  
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Відшукування коефіцієнтів )(tfn і )(tan  цих розкладів зводиться до 

інтегрування нескінченної системи диференціальних рівнянь відносно )(tfn : 
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Тут введені відносні змінні, напри-

клад  *
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де зірочки означають розмірні величини 

(для зручності зірочки потім відкинуті).  
Також  використані позначення: 
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)(0 tR є розв’язком рівняння Релєя  [4] з 
урахуванням сили поверхневого натягу і 

гравітації за Кнепом [4],  а We , Fr  – чи-
сла Вебера і Фруда по діаметру початко-

вого перетину порожнини. 
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Рівняння задачі 
 Система рівнянь (4) є спрощеною 

нелінійною системою, оскільки в неї вхо-

дять добутки невідомої швидкості 1f
  

"випливання" порожнини (ця швидкість 

зумовлена дією сили Архімеда) і мод де-

формацій kf .  Ще однією особливістю 

системи (4) є те, що поведінка моди 
)(tf n  залежить  від сусідніх за номером 

мод 1nf  і 1nf . Взагалі то моди )(tf n  
залежать  також і від більш віддалених 

мод 2nf  і 2nf , але члени з цими мода-
ми мало впливають на еволюцію порож-

нини і в рівняннях (4) вони відсутні.  

Рішення задачі 
Розв’язавши систему (4) (при відпо-

відних початкових умовах) і отримавши 
значення мод  деформацій, можна побу-

дувати потенціал швидкостей , викли-
каний збуреннями потоку, за формулою 

(3). Коефіцієнти )(tan  цієї формули 
пов’язані з модами деформацій  співвід-
ношеннями: 
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Це дозволяє знайти потенціал швидкостей 
течії навколо порожнини. Знаючи потен-

ціал ),,( rt , вже не важко визначити 
тиск як на поверхню порожнини, так і по-

будувати поле тисків навколо порожнини. 
А використавши формулу (2), можна по-
будувати і форму деформованої порож-

нини, яка, звичайно, буде змінюватися з 
часом. 

Проте для інтегрування системи (4) 
потрібні  початкові умови, яким мають 
бути підпорядковані моди деформацій і 

швидкості їх зміни в початковий момент 
часу. Початкові умови можна визначити, 

якщо розглядати еліпсоїдальну порожни-
ну як результат збурення сферичної по-
рожнини. Тоді “радіус” такої порожнини 

буде залежати в загальному випадку від 
двох кутів або від одного, якщо порожни-

на є поверхнею обертання, що ми і буде-

мо припускати: ).,(ПП tRR  Тут ін-
декс “п” означає “початковий”, тобто це 

радіус порожнини в початковий момент 
часу, він визначається рівнянням поверхні 

еліпсоїда. Розкладемо цю функцію за по-
ліномами Лежандра: 

0
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Величину радіуса 0ПR  можна наближено 
розрахувати як радіус кулі, рівновеликої  

заданому еліпсоїду. Це і є умова для ви-
значення величини початкового радіуса 
сферичної порожнини. Для отримання 

функцій )(0 tfn  потрібно виконати розк-

лад функції ),(П tR в ряд Фур’є  за по-

ліномами Лежандра. Тоді функції )(0 tfn  
можна розглядати як початкові збурення 

сферичної порожнини з радіусом 0ПR . 

Систему диференціальних рівнянь (4) в 

цьому випадку слід доповнити  такими 
початковими умовами:                                   

0.00 0 =)(f,f=)(f nnn
             (6) 

Друга рівність означає, що початкові 
швидкості зміни деформацій дорівнюють 

нулю, хоча, звичайно, можна було б розг-
лядати задачу і з ненульовими швидкос-

тями деформацій.  
 Для визначення початкових умов 
розглянемо еліпсоїд обертання  
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e – ексцентриситет горизон-

тально видовженого еліпсоїда (c<a). Оскі-

льки 1e , розкладемо )(r  в ряд Тей-
лора і за поліномами Лежандра 
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Для визначення коефіцієнтів цього розк-

ладу помножимо рівність на )(mP і про-
інтегруємо її за проміжком [-1, 1], скорис-

тавшись ортогональністю поліномів 
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Проте обчислити цей інтеграл в за-
гальному вигляді не вдається, тому буде-
мо обчислювати коефіцієнти для кожного 

значення номера n . Maple це робить до-
сить просто і отримує 

e
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Всі непарного номера коефіцієнти 

дорівнюють нулю, а для парних Maple 
швидко визначає відповідні розклади у 
вигляді степеневих  рядів: 
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Тоді можна обчислити всі початкові 
збурення 

)(00П erR , ,2,1),(20,2 nerf nn    (7) 
Таким чином, система рівнянь (4) і 

початкові умови (7) повністю визначають 
задачу Коші для цієї системи. Далі задача 

Коші розв’язувалась, як правило, методом 
Рунге-Кутта.  

Висновки 
На рис.1 показані форми  меридіо-

нальних перетинів  порожнини,  яка утво-
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рюється при стисканні   порожнини у фо-
рмі еліпсоїда обертання з ексцентрисите-

том 2,0e  в моменти часу 
902,0;9,0;89,0t .  Велика вісь еліпсо-

їда перпендикулярна до напряму сили тя-

жіння, а течія відбувається за умови, що 
4,4 WeFr  . 

 

 
 

 

Добре видно, що в моменти часу 

приблизно до 6,0t  форма меридіона-
льного перетину майже копіює форму 

еліпса.  
Це пов’язане з тим, що в цьому ча-

совому діапазоні процесу стискання дуже 
незначним виявляється випливання поро-
жнини, яке є фактичним джерелом збу-

рення від гравітації. Тим не менш уже в 

момент часу 8,0t  форма перетину зо-

всім інша.  Видно, що порожнина сплю-
щується, зверху і знизу виникають впади-

ни. При подальшому стисканні порожни-

ни ( 8,0t 9) струмені знизу, які зумовле-
ні гравітацією, ще більше проникають 

всередину порожнини. Проте це відбува-
ється вже при досить великих збуреннях, 

за яких результати викладеної тут теорії 
можуть бути сумнівними і не відбивати 
реальної еволюції порожнини в цих діапа-

зонах деформації. Треба також відзначи-
ти, що і вплив гравітації і  вплив  сили по-

верхневого натягу проявляються лише на 
останній стадії процесу стискання порож-
нини.  
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