
Проблеми інформатизації та управління, 1(45)’2014 77 

 

УДК   517.11+519.92 

Минаев Ю.Н., д.т.н., 
Филимонова О.Ю., к.т.н, 

Минаева Ю.И., к.т.н. 

КРОНЕКЕРОВЫ (ТЕНЗОРНЫЕ) МОДЕЛИ  
НЕЧЕТКО-МНОЖЕСТВЕННЫХ ГРАНУЛ  

Национальный авиационный университет 
minaev@ramber.ru 

Рассматриваются вопросы, связанные с гранулированием информации и гранулярными 
вычислениями (гранулированный компьютинг) при  представлении НМ-гранулы в виде 
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Введение  
Гранулирование информации и гра-

нулярные вычисления (гранулированный 
компьютинг) обусловлены необходимо-
стью повышения эффективности решения 
задач управления в условиях неопреде-
ленности. Нечеткое множество (НМ) 

}{x/μX x~  как  информационная гранула 
(ИГр или просто Гр)-примитив  играет 
важную роль в решении этой проблемы, 
но способ представления НМ как под-
множества упорядоченных пар, наделен-
ных субъективной функцией принадлеж-
ности (ФП), в ряде случаев - серьезное 
препятствие на этом пути. Многообразие 
ФП оказалось невостребованным, прак-
тическое большинство задач управления 
обходится треугольной ФП, нечеткая ма-
тематика, базируясь на принципе нечет-
кого расширения и интервального анали-
за, страдает целым рядом необоснован-
ных предположений, что естественно не 
повышает доверия к ее результатам, в 
частности, необоснованные эвристики 
при определении обратных величин для 
НМ (по умножению и сложению) весьма 
ощутимы в достаточно сложных задачах. 

Хотя НМ рассматривается как Гр 
(НМ-Гр), ее свойства изучены недоста-
точно, в самом определении НМ и Гр за-
ложено противоречие. В данной работе 

рассматривается возможность определе-
ния новых свойств НМ-Гр, представлен-
ных в тензорно-матричной форме. Отме-
тим, что ИГр играют ведущую роль в 
представлении и обработке знаний когни-
тивными агентами: выделение скрытых 
знаний, определение новых свойств ин-
формационных объектов на основе мето-
дов интеллектуального анализа данных 
(ИАД), например, интеллектуальный кла-
стерный анализ в условиях неопределен-
ности [1] и др. задачи успешно решаются 
при использовании гранулярной парадиг-
мы.  

Современное состояние про-
блемы, основные определения.  

Первой работой, в которой постав-
лен вопрос гранулирования нечеткой ин-
формации и определения  способов ее об-
работки, была работа Л.Заде [2], в кото-
рой Гр  определена как  группа объектов 
(или точек), которые представлены (изоб-
ражены) вместе  на основе 
не/различимости, сходства, близости. По-
следующее развитие идеи гранулирова-
ния нечеткой информации получили в ра-
боте [3]. В работе [4] приведены примеры, 
показывающие, что гранулирование, в 
сущности, есть иерархическим. Практи-
чески все авторы отмечают, что основная 
идея ГрК – использование групп, классов, 
или кластеров элементов, называемых 
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гранулами, в силу того, что они не могут 
быть определены более подробно. Необ-
ходимость рассматривать Гр возникает 
тогда, когда возникает необходимость 
скрыть в них (Гр) неопределенность, не-
полноту или недостоверность информа-
ции, типичный пример - теория грубых 
множеств [5]. Кроме того, даже в  ситуа-
циях, где имеется подробная и доступная 
информация, может быть достаточно ос-
нований использовать Гр, чтобы получить 
эффективное и практичное решение, т. к.  
фактически  для многих  прикладных 
проблем точные решения не  требуются. 

В работе 3 приведено определение 
Гр как  формальной группировки объек-
тов, определенных обобщенным ограни-
чением, там же представлена Декартова 
Гр, определяемая как Декартово произве-
дение Гр, например,  Ai  Bj. Термины 
гранула  и гранулирование своим появле-
нием обязаны проблемам ИАД, попытка 
моделирования информационных систем 
на уровне моделей искусственного интел-
лекта неизбежно приводит к ИГр, т.к. их 
наличие есть атрибут естественного ин-
теллекта. При построении Гр возникает 
вопрос:  что должно быть минимальной 
Гр, из которой должны создаваться круп-
ные Гр, уровень грануляции (размер и 
структура Гр) имеет существенное значе-
ние для описания проблемы и выбора 
стратегии ее решения, следовательно, во 
всех ли случаях НМ с треугольной ФП  
достаточно для построения сложных Гр. 

 Отметим важную особенность Гр – 
целостность динамической информаци-
онной структуры и ее целенаправлен-
ность, размер Гр является проблемно-
ориентированным и зависящим от задачи 
и предполагаемого способа ее решения, 
преобразование Гр – проблема в гранули-
рованном вычислении. В работе  9 пока-
зано, что природа человеческого разума 
такова, что вся воспринимаемая мозгом 
информация является гранулированной, 
величину гранулированности можно 
определять, используя ширину Гр, если 
Гр есть НМ, представленное в координа-
тах <значение/ФП>.  Такой подход позво-

ляет полагать, что в пределе при умень-
шении степени гранулированности имеем 
Гр бесконечно малой ширины – точку, 
т.е. такой объект, который используется в 
стандартной математике. Отметим, что 
здесь допущена неточность – стандартная 
математика нормально работает не только 
с числом, но и множеством чисел, когда в 
роли числа выступает матрица, поэтому 
гранула  должна рассматриваться не 
только как результат предельного перехо-
да, т.е. в виде точки.    

Интерпретации и классификации Гр 
даны в работах 2-3. Относительно клас-
сификации Гр, следует отметить, прежде 
всего, их многообразие: Гр могут отли-
чаться по своей природе, сложности, раз-
меру, уровню абстрактности-детализации, 
термин «Грануляция» предполагает про-
цессы композиции (формирование более 
крупных Гр или объединение группы 
элементов) и декомпозиции (формирова-
ние более мелких Гр). В цитированных  
работах Л.Заде  приведены типичные мо-
дели Гр, отметим те, которые связаны с 
рассматриваемой задачей: интервалы; 
НМ; лингвистические переменные; кла-
стеры. 

Примитивы языка гранулярных вы-
числений – покрытия, разбиения, окрест-
ности. Данный контекст нуждается в 
уточнении, в состав примитивов следует 
внести тензоры и операции над ними 5, 
6.  Гранулирование информации можно 
реализовать методами классификации и 
кластерного анализа, с помощью отноше-
ний вложенности и нестандартных мно-
жеств.  Приведем основные определения 
[10 11] , необходимые для дальнейшего 
понимания изложенного. 

Определение 1.  Гр данных – мно-
жество с элементами x как членами НМ 
G~  с градациями из   , 10  , т.е. 

U}Gx|{x λ 
 ~g , где U  – универсум. 

Определение 2. Вычислительная Гр, 
кратко Гр, – основная математическая 
структура, которая обладает стабильной 
топологией и, по крайней мере, устрой-
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ством (виртуальным) вычислительной 
способности или поведения. 

Определение 3. ГрК – новая вычис-
лительная методология, которая модели-
рует  и осуществляют вычислительные 
структуры и функции гранулярной  си-
стемой, где каждая Гр в системе выполня-
ет встроенную функцию или поведение, 
взаимодействуя с другими Гр в системе. 

В Лемме 1 показано, что обобщен-
ный принцип  системной абстракции  
утверждает, что система может быть  
представлена как  целое на данном уровне 
k аргументации, 1 k  n, без  знания де-
талей на уровнях ниже указанного k-1. 

Постановка задачи  
ГрК имеет достаточно много опре-

делений, приведем одно из них, предло-
женное в работе 12: « … современная 
парадигма, методология и методика ин-
формационного анализа неочевидно 
структурированных … систем («нечетко» 
структурированных систем) …». Соответ-
ственно гранулярные вычисления вклю-
чают в себя мягкие» вычисления (МВ). 
Отметим, что МВ – обобщенный термин, 
включающий в себя математические тео-
рии общей топологии, теорию НМ, 
нейросетевые вычисления и др. 

Естественно, Гр состоит из элемен-
тов, при этом, элемент может быть Гр, а 
Гр может быть элементом другой Гр. 
Формально объединение элементов в Гр, 
как это отмечалось выше, определяется 
исходя из сходства элементов, «близости» 
элементов и т.д., на практике нередко 
ограничиваются т.н. визуальным сход-
ством 13.  Каждая Гр обладает внутрен-
ними, внешними и контекстуальными 
свойствами. Процесс грануляции пред-
ставляет собой итеративную алгоритми-
ческую процедуру последовательного вы-
деления частей различного уровня общ-
ности и согласования уровней абстракции 
и редукции при анализе неочевидно 
структурированных динамических си-
стем. Хотя  понятие «минимальной» (или 
«начальной» Гр), из которых следует «со-
бирать» крупные Гр, не определено и за-

висит от контекста рассматриваемой про-
блемы, ниже понятия множества элемен-
тов  (в общем случае нечеткого) не опус-
каются. Это обстоятельство отображает-
ся, в частности, в том, что отношения 
между Гр описываются с помощью не-
четких графов и систем нечетких логиче-
ских правил  типа «если …, то …».   

В работе 14 рассмотрен метод 
представления информационных Гр, ин-
дуцированный нечеткостью, который яв-
ляется наиболее часто применяемым, по-
казано, что нечеткая Гр (в общем случае 
НМ ) может быть представлена как про-
изведение независимых скалярных экспо-
ненциальных функций. Отметим, что в 
данной работе Гр рассматривается, в 
частности, как тензорное произведение 
векторов, представляющих собой элемен-
ты множества упорядоченных пар, т.е. 

}{x/μ (x)  




  (x)μx .  

Наиболее полно роль НМ как поль-
зователь-ориентированного процессорно-
го каркаса ГрК отражена в работе 15, 
НМ  выступают как гранулированные 
представители числовых данных, компо-
нуемых в некоторый контекст. Используя 
ФП, пытаются объединить их в виде ком-
пактного объекта. НМ  выступают как аг-
регаты числовых данных, НМ могут фор-
мироваться на основе числовых данных 
через их кластеризацию (группирование).  

Основные вопросы ГрК практически 
сосредоточены и рассматриваются в  двух 
взаимосвязанных аспектах: формирова-
ние  Гр и вычисления с полученными Гр 
16. Формируя новую форму Гр, имеют 
дело с образованием, представлением  и 
интерпретацией Гр, которая фокусируется  
в сторону семантики гранульной кон-
струкции. 

Отметим еще одну особенность НМ-
Гр, не учитываемую при гранулярном 
компьютинге. Известно, что одной из ха-
рактеристик Гр  является их целостность, 
т.е. с гранулой необходимо работать, не 
расчленяя ее на компоненты. НМ как гра-
нула, таковой на самом деле не является, 
т.к. при реализации операций нечеткой 
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арифметики, как известно, расчленяют 
НМ – подмножество упорядоченных пар, 
на 2 компоненты: 1- величины, 2- ФП, с 
величинами выполняют арифметические 
операции, с ФП – логические (определе-
ние maxmin или minmax). Отметим, что с 
тензорной гранулой, предложенной в ра-
боте, выполняются только операции од-
ного вида и таким образом свойство це-
лостности сохраняется. 

Задача, которая ставится в данной 
работе такова: необходимо предложить 
такую форму НМ-Гр, чтобы она могла 
быть использованной и в стандартной и в 
нечеткой математике. Такую возможность 
дает Кронекерово (тензорное) произведе-
ние (КП). Использование информации 
любой степени гранулированности в за-
дачах моделирования, оптимального 
управления и др. задачах в современных 
ПК возможно без потери свойств иссле-
дуемого объекта. Контролируемая сте-
пень гранулированности на основе КП 
позволяет существенно сократить объемы 
хранимой информации, что не только 
может привести к повышению быстро-
действия обработки, но и сформулировать 
новые задачи управления в условиях не-
определенности.   

Существует мнение, что возмож-
ность уменьшения степени гранулиро-

ванности может существенно увеличить 
точность модели, применение ближайше-
го КП (БКП) позволяет эту задачу кон-
кретизировать и предостеречь от необос-
нованных поисков точной модели. 

Одним из важных результатов со-
временной теории ГрК есть то, что мно-
жество представления НМ, является чет-
ким. Как показано в работе  17  грану-
лярное НМ - нечеткое множество, кото-
рое имеет четкое множество  представле-
ния, в нашем случае - гранулярное НМ  
представлено в форме КП. 

Рассматривается комплекс задач: 
-  представление  ИГр в виде тензо-

ров с матрицами m  m, где  m – количе-
ство различимых элементов, в случае НМ 

– число упорядоченных пар m
1

x })({x/μ ; 
- получение новой (скрытой) ин-

формации относительно  свойств НМ, 
представленных в виде Гр; 

- прикладные задачи, связанные с 
оценкой влияния ФП на результат ариф-
метической операции с ИГр.  

НМ   }, {U,A ~ где U - универсум, 

 - ФП, т.е. A~ =   }/{u (u)
ii  , (u)

i [0, 1], 

A~  U[0,1]  в работе рассматривается в 
виде тензорной Гр (ТГр): 

 }/{uA (u)
ii 

~
 A)= 

n

1i

T(u) ][μ  [u]








  = 







 (u)
nμnu(u)

1μn.u . ;.(u)
nμ1u(u)

1μ1u  , 

где  - символ тензорного (Кронекерова) 
произведения, т (или ') – символ транспо-
нирования,  

u=[u1  u2  … un], 
=[1  2  … n], 
(i)i > 0,i=1,n. 

Пусть 

x~ {x=[3  5  7], =[0 1 0]}, УМ, 

на котором определен  x~ , представим в ви-
де  {[3  5  7], =[1 1 1]}. Упорядоченные 

пары {x/1}X1

  {[3 5 7], =[1 1 1]} и 


2X  {x/0}{[3  5  7],  =[0 0 0]} назовем 

УМ полной принадлежности и полной 
непринадлежности. Будем расс-матривать 
Гр в связи с УМ, на котором задано НМ.   

Тензорная форма НМ-гранула как 
реализация тензорного (Кронекерова) 
произведения x~ = }{x/μx , x~ X, X – УМ, 

}X,{XX 21 , xμ ]0,1], {x/1}X1

 , 

2X  

{x/0} дает следующие тензор-гранулы – 
аналоги НМ:  
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tx=kron(x,[0  1  0])= 













0     0     0
7     5     3
0     0     0

 

norm(tx,'fro')  =    9.11 
а) 

tx1=kron(x,[1 1 1]')= 













7     5     3
7     5     3
7     5     3

 

norm(tx1,'fro') =   15.78 
б) 

F-нормы матриц  tx,  tx1 соответственно равны: 9.11  и 15.78. 

Имеет место неравенство:  0  ntx  
ntx1,  где  0 , ntx , ntx1 – F-нормы  тензорных  
гранул ЧМ непринадлежности, принад-
лежности и НМ с треугольной ФП. 

Фадзификация и дефадзифи-
кация при использовании тензор-
ных гранул 

Пре-дставление НМ 
 },{x/μX~ x X~ X, xμ [0,1] в виде ИГр  

предполагает внутреннюю  целостность  
объекта, которая сохраняется при взаимо-
действии с другими ИГр, при этом форма 
представления НМ-Гр как подмножества 
упорядоченных пар может естественнно 
меняться в зависимости от решаемой за-
дачи. Можно предполагать, что внутрен-
ние характеристики НМ-Гр (расстояния 
между векторами  }μ,{x x

ii и }μ,{x x
1i1i   )  

при взаимодействии с др. объектами бу-
дут скрыты, т.е. представлены в неявной 
форме. Например, тензорная форма НМ-

Гр  }{x/μX~ x  xt = 




  xμx  приводит к 

внутренним элементам матрицы 
x
ijt =  }μ{x x

ji   xt , где семантика НМ 

 }μ,{x x
ii не учитывается. В этих условиях 

естественно определить алгоритмы пере-
хода от одной формы представления НМ-
Гр к другой. 

Тензорная форма  НМ-Гр предпола-
гает, что входом, например, системы не-
четкого управления может быть много-
мерный массив (тензор), который необхо-
димо матрицизировать или представить 
вход в виде НМ-Гр с принятой априори 
ФП, каковой в практическом большин-
стве является треугольная ФП. Кроме 
трудностей, которые неизбежно возника-
ют в условиях многомерности объекта, 
часто интервал, для которого определяет-

ся ФП, является неконструктивным, т.е. 
очень  большим. В этих условиях, опре-
деление тензорной НМ-Гр, ближайшей (в 
указанном смысле) к исходному множе-
ству данных (ИМД) может быть серьез-
ным способом  решения задачи управле-
ния в условиях неопределенности, в част-
ности, представленной множеством дан-
ных. 

Исходные данные и их преобразова-
ния на основе БКП.  БКП определяется из 
условия равенства F-норм [17, 18, 19]  

2
F21 AAQ  =

2

F
T
21 aa Q


, 

где a1 – векторизованная  версия матрицы 
A1, сформированная в виде колонки  
столбцов A1 , a1=vec(A1) , a2 = vec(A2) , Q


 

– переформированная матрица  Q и ||  ||F – 
Frobenius норма. Хотя БКП (Q A1A2) 
не отличается однозначностью или точ-
ностью, но в целом ряде случаев его при-
менение эффективно . Стандартная форм 
БКП  предполагает наличие  только двух 
матриц, A1 и A2, которые определяются  в 
SVD-разложении со своими двойными 
компонентами, левым и правым сингу-
лярными векторами. SVD- разложение  Q 
дает ближайшую rank-1 матрицу a1 a2 на 
Q, оптимальные величины  векторов a1 
=vec(A1) , a2 = vec(A2)  определяются в 
виде: a1 = 1U1 и a2 =V1, где 1 -
наибольшая сингулярная  величина Q,  U1 
и V1 - соответствующие левый и правый 
сингулярные векторы. Процедура матри-
цизации векторов a1 и a2 дает оптималь-
ные БКП  матрицы A1 и A2.  

В общем случае задача определения 
БКП формулируется в твком виде. Пусть 
матрица А имеет размерность m  n,  
m=m1  m2, n=n1n2, необходимо найти 
матрицы B и C с размерностями   m1 n1 
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и  m2 n2 соответственно, минимизиру-
ющие ошибку )(fA CB, = 

FCBA  .Показано, что вектора 

vec(B)= 1 U1 ( в некоторых случаях 
21

1
/ U1), vec(C)= =V1,  где U1, V1,  - левый 

и правый сингулярные векторы SVD- раз-
ложения А решают задачу minimize ) ,(f

A
CB .  

В рассматриваемом в работе случае 
задача поиска БКП ориентирована на по-
иск НМ, сформированного на базе БКП. 
Пусть ИМД представлено в виде матрицы 
A размерностью m  n, где m  - количе-
ство элементов в НМ, n - количество из-

мерений, НМ }{x/μX x


~  




  xμxxt  

должно быть представлено с одинаковым 
количеством элементов для x и xμ . Сле-
довательно, матрица A должна быть 
представлена в виде mnmn A


  

nmmn   1A  или  mnmnA


mnnm  A1


. 
Пример. Пусть ИМД задано в виде 

матрицы A43,  регуляризованные матри-
цы mnmn A


= A1 43 , mnmn A


431A  

имеют размерность 1212. Хотя матрицы 

mnmn A


 и mnmn A


 различны, однако их  F– 

нормы равны, т.е. 2

Fmnmn A


 

=
2

Fmnmn A


=
2

FmnA . Это вытекает из 

определения F– нормы, т.к.  FBA  

FF BA  , 
F

1 =1. Например, для матриц 

34A , A1 43 , 431A  их F-нормы рав-
ны 

F34A  =
F43 A1  =

F431A (для 
заданной матрицы 34A ), хотя сами мат-
рицы различны.  

Пример фадзификации ИМД, задан-

ного в виде матрицы 
9

3





x . ИМД должно 

быть фадзифицировано при помощи БКП.  
Матрицы x, 9

91 



x = 113  9

3





x , 

9

9
2 



 x = 9

3





x 113, которые будут исполь-

зованы в дальнейшем, приведены на 
рис.1, их F-нормы равны: Fx = F1x = 

F2x  =  38.79. 

20. Вычисляем SVD-разложения1 матриц x, x1 и  x2: 

 [u s v]=svd(x) : u(:,1)  =
T

0.40-  0.32-  0.50-   0.32-  0.35-  0.27-  0.21-  0.30-   -0.23 




 ,  1=34.08, 

v(:,1) =
T

  0.72-  0.48-  -0.50 




 ; 

 [u s v]=svd(x1): u(:,1)  = T
0.40-  0.32-  0.50-   0.32-  0.35-  0.27-  0.21-  0.30-   -0.23 





 ,  1=34.08, 

v(:,1) =
T

  0  0  0  0  0  0  0.72-  0.48-  -0.50 




 ; 

[u s v]=svd(x2): u(:,1)  =
T

0.40-  0.32-  0.50-   0.32-  0.35-  0.27-  0.21-  0.30-   -0.23 




 ,  1=34.08, 

v(:,1) =
T

  0  0  0.72- 0  0  0.48- 0  0  -0.50 




 . 

                                                             

1 С целью уменьшения  объема статьи матрицы [U S V] не приведены, для всех разложений со-
хранены только левый и правый сингулярный векторы и максимальное значение сингулярных величин: 
u(:,1), v(:,1) и 1 соответственно 
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x1=kron(eye(1,3),x); 
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x2=kron(x,eye(1,3)) 

 

а) б) в) 

Рис. 1. Исходное  (а) и регуляризованные множества данных-  (б) и (в). 

Поскольку сингулярные векторы 
1u(:,1) и v(:,1) являются ортогональными, 
способ их определения  таков, что всегда 
abs(v(:,1))0, 1 и abs(1u(:,1))0, 1, целесо-
образно придать (abs(v(:,1)) и abs(1u(:,1)) 
смысл упорядоченных пар, образующих 
НМ, т.е. vU~  


{1u(1,1)/ v(1,1), 1u(2,1)/ 

v(2,1),…, 1u(n,1)/ v(n,1)}, где abs(v(:,1) игра-
ет роль ФП. Хотя теоретические исследо-

вания, подтверждающие математическую 
корректность такого обобщения отсут-
ствуют, практические вычисления пока-
зывают абсолютную правдоподобность и 
прикладную пригодность такого допуще-
ния. Ниже приведены рассчеты, подтвер-
ждающие  это свойство  БКП в контексте 
НМ.

  
а) б) 

Рис.2.  Пары сингулярных векторов, образующих 
БКП :а – u(:,1) & v(:,1) для матрицы х1  ; б-  u(:,1) 
&  & v(:,1)    для матрицы х2, светлые прямо-
угольники - u(:,1)   , темные - v(:,1) 

Рис. 3. Пары сингулярных векторов, образующих 
БКП  для матрицы х1– u(:,1) & v(:,1) для матрицы 
х1(темные прямоуольники) и  u(:,1) &  & v(:,1)    
для матрицы х2 - светлые прямоугольники 
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На рис. 2 и 3 приведены пары син-
гулярных векторов, образующих БКП :а – 
u(:,1) & v(:,1) для матрицы х1  ; б-  u(:,1) & 
v(:,1)    для матрицы х2, светлые прямо-
угольники - u(:,1) , темные - v(:,1). С этой 
целью для ИМД и БКП, полученных с 
учетом неоднозначности, были сформи-
рованы  при помощи стандатных методов 
НМ, которые сравнивались с НМ  типа  

vU~  

  {abs(1u(:,1))/ abs(v(:,1))}. На рис.4 

показаны  НМ с треугольной ФП, сфор-
мированные стандартным методом, при 
котором НМ формируется как  

Δ
a ~ {amin/ mina =0    aaver/ avera =1     

amax/ maxa =0}, для ИМД (1 – 0/0  6.5/1  
13/0) и Кронекеровой аппроксимации  
ИМД (2- 7/0  11/1   17/0), рассчетное НМ  

имеет вид примерно 9


{7.5/0    9/1   
12.5/0}, показано темным цветом. Не-
трудно видеть насколько эффективным 
является алгоритм:  ИМД дает интервал 
длиной 13 ед.и дефaдзифициро-ванное 
значение 6.5 (примерно 6.5), аппроксима-
ция при помощи БКП - (примерно 11) с 
длиной интервала – 10 ед. , рассчетное 
значение 9~ (примерно 9) с длиной интер-
вала 5 ед. 

 
Рис.4. Расчетное НМ для ИМД (1) и Кронеке-

ровой аппроксимации  ИМД (2) 
Будем полагать, что модули левого 

и правого  сингулярного векторов SVD-
разложений КП nmmn  XI   и 

mnnm   IX  соответственно  [1u1(:,1)  
1v1(:,1)] и [2u1(:,1)  2v1(:,1)]  играют роль 
упорядоченных пар, т.е. представляют 
собой НМ.  

v
1 U~  v

2 U~  
1u1(:,1)   1v1(:,1) 2u1(:,1)   2v1(:,1) 

7.80 
10.28 

7.04 
9.12 

11.84 
10.80 
17.20 
10.96 
13.74 

0.70 
0.67 

1.0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 

 

7.80 
10.286 

7.04 
9.12 

11.85 
10.80 
17.21 
10.96 
13.74 

0.70 
0.0 

0 
0.67 

0 
0 

1.0 
0 

Выполним дефадзификацию НМ 

v
1 U~ и v

2 U~  по методу центра тяжести, 
предварительно сформировав упорядо-
ченное множество,  и сравним получен-
ный результат с аналогичным для НМ, 
полученным для ИМД на основе стан-
дартных методов. НМ v

1 U~ и v
2 U~  пред-

ставим в виде:  

v
1 U~



{7.0/1.0   7.8/0.70    10.3/0.67}, 

v
2 U~



{7.8/0.7   9.12/0.67   17.2/1 }, 

получаем def ( v
1 U~ ) =  9.9, def ( v

2 U~ ) 

=12.14, def( НМимд ) =7.5, т.е. def ( v
1 U~ )   

def( НМимд ). Поскольку оба НМ v
1 U~  и 

v
2 U~  относятся к одному и тому же объек-
ту, для его характеристики разу-мно ис-
пользовать пересечение указанных НМ, 
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т.е. НМимд 


 v
1 U~  v

2 U~ ={7.8/0.7  

9.12/0.67}, def( v
1 U~  v

2 U~ )=8.46.  Нетруд-
но видеть, что представление ИМД в виде 
НМ на интервале [0  13] с дефадзифици-
рованным значением 6.5 значительно 
проигрывает НМ  с дефадзи-
фицированным значением 8.46 на интер-
вале [7.8    9.12] и НМ с дефадзифициро-
ванным значением 7.8 на интервале {7.0    
10.3} .  

 Коэффициенты доверия для НМ 

v
1 U~



{7.0/1.0   7.8/0.70    10.3/0.67} и  

v
1 U~  v

2 U~  = ={7.8/0.7  9.12/0.67} близки.  
Таким образом, тензорная форма пред-
ставления НМ-гранула существенно сни-
жает интервал неопределенности, что в 
большой степени способствует повыше-
нию качества принятия решения в усло-
вих неопределенности при использовании 
стандартных схем нечеткого вывода ( 
схемы Мамдани, Суджено, Цукамото и 
др.). 

Псевдоинверсные свойства 
ТНМ-Гр.  

Ранее отмечалось, что одним из не-
достатков ТНМ является то, что не суще-
ствует формального определения обрат-
ной величины  

для НП. Тензорные модели НП – 
ИТГр дают возможность решения этой 
задачи. Из линейной алгебры [20] извест-
но, что если  A  -  nn сингулярная матри-

ца индекса k такая, что rank(Ak)=r, тогда 
существует несингулярная матрица Q та-
кая, что  

AQQ 1 = 




 

N
C
0

0rr , 

где  C – несингулярная матрица,   N 
–нильпотент индекса k. 

Если  A  есть  m  n матрица rank r, 
тогда существуют ортогональные матри-
цы Umm и Vnn такие, что 

TURVA  = T

nm
rr

00
0 VCU 








 . 

Псевдоинверсия  A по Moore–
Penrose, обозначаемая как A†,  есть  n  
m- матрица вида,  

A†= T

mn

1-

00
0 UCV 








. 

С учетом изложенного рассмотрим 
пример  определения обратной НП  при-
мерно 5 на основании  ИТГр. Пусть НП 

задана в виде: rimf5t
~ 

{3/0  5/1 7/0}, ИТГр 
([3 5 7][0 1 0]T) представлена как    








KP5~ =[ 0 0 0;  3 5 7; 0  0  0], т.е.  

rimf5t
~  







KP5~ . Псевдообратная матрица 









KP
5~ =    











 0  0.08  0
0  0.06  0
0  0.04  0

. 

SVD-разложение псевдообратной 
матрицы дает  [u s v]=svd(),  

U = 










0.69    0.27   0.77-
0.81-   0.19   0.55-
0    0.94-  0.33-

,S = 










0      0      0
0      0      0
0    0   0.11

, V =














.1   0   0 
0   0  1.-
0  1.- 0 

 

Вычисляем левый и правый сингу-
лярный векторы: U(:,1) =0.111/2 * [0.33 
0.55 0.77]= =[0.11 0.18   0.25]; V(:,1)=[0 1 
0]. Формируем НП-1= {0.11/0  0.18/1  
0.25/0}.  

Таким образом, НП={3/0 5/1 7/0}  
НП-1= {0.11/0  0.18/1  0.25/0} 

Отмечаем, что интуитивное и визу-
альное представление результата является  
корректным, это видно из того, что 

(def( 5~ ))-1=0.2  и def
1

KP
5







~ =0.18, где 

def-процедура дефадзификации, т.е. прак-
тически совпадают.  
Дефадзификация на основании КП. Из-
вестно, что если задана НП  n

1
x}{x/μX ~ , 

X~   U,  то ее четкое значение может 
быть получено в результате выполнения 
процедуры лефадзификации, в частности, 
по методу центра тяжести, т.е.  
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n
1

x}{x/μX ~








n1,i

x
i

n1,i
x
iidef

μ

μx
x , 

где defx - дефадзифицированное значение 

X~ . Если существуют 2 НМ 

AX примерно~ 
 = n

1
x}{x/μ     defx  и    

m
1

y}{y/μBY 

примерно~

 defy  и при 

этом defx  defy , то утвеждение, что  X~  
сопадает с Y~ не только правдоподобно, 
но и корректно. 

Дефадзификацию по Кронекеру 
определим в виде: 















n1,j

x
j

n1,j
n1,i

x
ji

def

μ

μx

x


 



 













n1,j

x
j

n1,i n1,j

x
ji

μ

x



 



 



n1,j

x
j

n1,i n1,j

x
ji

μ

x

  n1,i ix . 

Практические рассчеты показывают, 
что стандартная дефадзификация по ме-
тоду ЦТ и дефадзификация по Кронекеру 
связаны соотношением: 

defx  defx n,    defy  defy m, 
где  n и m - мощность НМ  X~  и Y~  соот-
ветственно. 

Примеры. 
1 
x=[0:10]; 
 y=trapmf([0:10],[3 5 7 9]); 
defuzz(x,y,' centroid')  =     6.00 Стандартная дефадзификация по методу ЦТ 
sum(sum(kron([0:10],(trapmf([0:10],[3 5 7 9]))')))/sum(trapmf([0:10],[3 5 7 9]))  =55.00 
55/(11-1)=5.5 Дефадзификация на основании КП 
 
y1=trapmf([0:2:10],[3 5 7 9]); 
 defuzz([0:2:10],y1,' centroid’) =     6.00  Стандартная дефадзификация по методу ЦТ 
sum(sum(kron([0:2:10],(trapmf([0:2:10],[3 5 7 9]))')))/sum(trapmf([0:2:10],[3 5 7 9])) = 30.00 
30/(6-1) =6 Дефадзификация на основании КП 
2 
X=[1:10]; 
 a=gaussmf(X,[1,5]) 

defx =55  xdef =5.5 
X=[1:2:10]; 
 b=gaussmf(X,[1,5]) 

defx =25  xdef =5 
Отметим, что для НМ с треугольной 

стандартной ФП величина inf-нормы, 
представляющей наибольшую строчную 
сумму, совпадает с дефадзификацией по 
Кронекеру. Это следует из того, что для 

/0}x/1x/0{xX 321~  НМ-Гр в форме КП-
гранулы X=[x1  x2  x3] [0 1 0] имеет со-
ответственно вид X= 






 000;3x2x1x;000 , известно, 

что процедура МатЛаб norm(X, inf)  вы-
числяет наибольшую строчную сумму, т.е 
norm(X, inf) = max(sum(abs(X))) = 

)xx(x 321   , что, в свою очередь, явля-
ется дефадзификацией по Кронекеру. Та-
ким образом, этот вид нормы может ис-
пользоваться для сравнения НЧ в случае, 
если последние описывают  идентичное 
семантическое высказывание. 

Выводы 
1. Гранулирование информации и 

гранулярные вычисления (гранулирован-
ный компьютинг) обусловлены необхо-
димостью повышения эффективности 
решения задач управления в условиях не-
определенности. Нечеткое множество как  
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информационная гранула-примитив  иг-
рает важную роль в решении этой про-
блемы, но способ представления НМ как 
подмножества упорядоченных пар, наде-
ленных субъективной функцией принад-
лежности (ФП), в ряде случаев - серьез-
ное препятствие на этом пути. Многооб-
разие ФП оказалось невостребованным, 
практическое большинство задач управ-
ления обходится треугольной ФП, нечет-
кая математика, базируясь на принципе 
нечеткого расширения и интервального 
анализа, страдает рядом необоснованных 
предположений, в частности, необосно-
ванные эвристики при определении об-
ратных величин для НМ (по умножению 
и сложению) весьма ощутимы в доста-
точно сложных задачах. 

2. Важная особенность гранул– 
целостность динамической информаци-
онной структуры при использовании НМ 
как гранулы нарушена, т.к. при выполне-
нии арифметических операций над НМ 
над компонентами НМ выполняются раз-
ные операции. Предложена новая форма 
НМ-гранулы – тензорное (Кронекерово) 
произведение компонент, что позволяет 
сохранить свойство целостности гранул  и 
существенно продвинуться в решении 
проблемы гранулярного компьютинга  - 
преобразование гранул.  

3. Приведены примеры, показы-
вающие эффективность применения тен-
зорных информационных гранул (полу-
ченных как для НМ так и для исходных 
множеств данных, представленных в виде 
многомерных массивов). 
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