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ЕКСТРЕМАЛЬНІ ЗАДАЧІ ПЛАНУВАННЯ ПЕРЕДПОЛЬОТНОЇ ПІДГОТОВКИ 
ЛІТАЛЬНИХ АПАРАТІВ 

Національний авіаційний університет 
Запропоновано математичні моделі планування технологічних процесів передпоьоітної підго-
товки літальних апаратів, що забезпечують виліт їх максимальної кількості за обмежений час 
або заданої кількості за мінімальний час. Описана процедура перетворення моделей до каноні-
чного виду екстремальних комбінаторних задач. Дана інтерпретація результатів їх 
розв’язання. 
Вступ 
Складність сучасної авіаційної техніки, ве-

ликий об'єм взаємозв'язаних робіт з її підготов-
ки до польотів, широке застосування засобів 
наземного контролю пред'являють високі вимо-
ги до вдосконалення форм і методів організації 
технологічних процесів передпольотного об-
слуговування літальних апаратів (ЛА). 

Підготовка групи ЛА до польотів є складним 
організаційно-технологічним процесом, що ви-
магає застосування математичних методів і те-
хнічних засобів управління, а також ефективно-
го інженерно-авіаційного і матеріально-
технічного забезпечення [1-2]. 

Проблема управління передпольотною під-
готовкою ЛА обумовлена необхідністю вико-
нання в найкоротші терміни функцій збору, пе-
редачі і обробки великих об'ємів інформації, що 
постійно оновлюється, про наявність і стан аві-
аційної техніки, варіанти спорядження ЛА, те-
рміни їх підготовки до польотів, укомплектова-
ності інженерно-технічним складом, ресурси 
ЛА і авіаційних двигунів, а також функцій ана-
лізу і оцінки обстановки, розробки планів інже-
нерно-авіаційного забезпечення польотів, ухва-
лення якісних своєчасних рішень і доведення 
завдань до виконавців. 

Особливу гостроту проблема управління пе-
редпольотною підготовкою ЛА придбаває у ра-
зі використання рухомих (мобільних) аеродро-
мів, для яких характерна обмеженість різного 
роду ресурсів, необхідних для виконання  тех-
нологічних операцій по  підготовці ЛА до ви-
льоту (технічних позицій, на яких виконуються 
окремі роботи, безпосередніх виконавців робіт 
тощо).  

Це зумовлює необхідність автоматизації 
управління технологічними процесами підгото-
вки ЛА до вильоту, що, у свою чергу, вимагає 
розробки математичних методів прийняття 

управлінських рішень і використання сучасних 
комп'ютерних технологій. 

До складу функціональних задач, що 
розв’язуються в автоматизованій системі 
управління передпольотною підготовкою ЛА на 
рухомих аеродромах, входить ряд задач, що 
мають явно виражений багатоваріантний і, от-
же, оптимізаційний характер. До їх числа від-
носяться, передусім, задачі планування техно-
логічних процесів підготовки ЛА до вильоту в 
екстремальних ситуаціях, коли вимагається за-
безпечити виліт максимальної кількості ЛА за 
заданий час або заданої кількості ЛА за мініма-
льний час. 

 До розв’язання подібних задач доцільно 
застосувати традиційний підхід, заснований на 
побудові їх математичних моделей з наступним 
використанням оптимізаційних алгоритмів. 

Постановка екстремальних задач 
планування передпольотної підготов-
ки ЛА 

Екстремальні задачі планування технологіч-
них процесів підготовки ЛА до вильоту форму-
люються в дискретному часі з кроком кванту-
вання, рівним 1/2 хвилини. Для цього заданий 
(плановий) період розбивається на необхідну 
кількість рівних напіввідкритих інтервалів (від-
різків), перенумерованих числами натурального 
ряду, починаючи з 1, що грають роль умовних 
одиниць часу. Довжина кроку вибрана такою, 
щоб вона була кратною нормативній тривалості 
технологічних операцій і часовим проміжкам 
між ними.  

Початковими даними для задачі планування 
технологічних процесів підготовки до вильоту 
максимальної кількості ЛА за заданий час слу-
жать наступні множини і величини: 

I  – множина бортових номерів ЛА, що роз-
глядаються при розв’язанні цієї задачі; 
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Hk  – номер напіввідкритого інтервалу часу, 

починаючи з якого можуть виконуватися робо-
ти з підготовки ЛА до вильоту (початковий мо-
мент заданого періоду часу); 

Kk  – номер напіввідкритого інтервалу часу, 
що завершує заданий період (кінцевий момент 
заданого періоду часу); 

iJ  – множина номерів типових технологіч-
них маршрутів (графіків) передпольотної підго-
товки i -го ЛА; Ii ; 

ijh  – тривалість технологічного процесу під-
готовки до вильоту i -го ЛА згідно з j -м типо-
вим маршрутом (виражена у кількості напіввід-
критих інтервалів часу); Ii ; iJj ; 

ijP  – множина номерів технічних позицій 
(ТП), через які проходить j -й типовий марш-
рут передпольотної підготовки i -го ЛА; Ii ; 

iJj : 

},1;{ iijlij lpP  ; 

)(0 pt H
ij  і )(0 pt K

ij  – номери інтервалів часу, на 
яких починається і закінчується обслуговуван-
ня i -го ЛА на p -й ТП згідно з j -м типовим 
маршрутом його передпольотної підготовки 
(встановлені, виходячи з умови, що момент по-
чатку технологічного процесу належить почат-
ковому інтервалу часу 10 k ); Ii ; iJj ; 

ijPp . 
Необхідно для максимальної кількості ЛА 

( Ii ) вибрати по одному з типових маршрутів 
і визначити час початку підготовки до вильоту 
кожного i -го ЛА, виходячи з того, що процес 
його передпольотного обслуговування і пересу-
вання до стартової позиції повинен завершити-
ся не пізніше за інтервал часу з номером Kk . 

Початковими даними для задачі планування 
технологічних процесів підготовки до вильоту 
заданої кількості ЛА за мінімальний час слу-
жать ті ж самі множини і величини, що і для 
попередньої задачі планування підготовки до 
вильоту максимальної кількості ЛА за заданий 
час. 

Але в цьому випадку для кожного i -го ЛА 
( Ii ) необхідно вибрати один з типових мар-
шрутів і визначити час початку його передпо-
льотного обслуговування, виходячи з вимоги, 
щоб технологічний процес підготовки до ви-
льоту усіх ЛА завершився в мінімальний  
термін. 

Шукані змінні 
Шуканими змінними, значення яких здатні 

описати рішення даних завдань, виступають 
бівалентні незалежні величини }1,0{ijkz , 

Ii , iJj , H
ijKk , де H

ijK  – множина номе-
рів інтервалів часу, яким може належати мо-
мент початку передпольотної підготовки i -го 
ЛА згідно з j -м технологічним графіком, при-
в'язаним до календарного часу: 

}1,...,1,{  ij
KHHH

ij hkkkK . 
Сенс шуканих змінних полягає в наступно-

му. Якщо в результаті розв’язання задачі вияв-
ляється, що яка-небудь змінна 1 kjiz , це озна-
чає, що i -у ЛА призначений j -й типовий тех-
нологічний маршрут передпольотної підготов-
ки, пересування по якому необхідно почати на 
k  -му інтервалі часу; при 0 kjiz  це тверджен-
ня невірне. 

Математична модель задачі 
планування технологічних процесів 
підготовки до вильоту максимальної 
кількості ЛА за заданий час 

Для побудови математичної моделі цієї зада-
чі необхідно сформувати наступні множини: 

)( pK ij  – множина номерів інтервалів часу, в 
які можливе виконання робіт з підготовки i -го 
ЛА до вильоту згідно з j -м технологічним ма-
ршрутом на p -й ТП: 

;)}(,...),(

,1)({)(
00

0

pthkptk

ptkpK
K

ijij
KH

ij
H

H
ij

H
ij




 

Ii ;   iJj ;   ijPp ; 
P  – множина номерів ТП, на яких можливе 

виконання робіт по передпольотному обслуго-
вуванню даних ЛА: 


Ii Jj

ij
i

PP
 

 ; 

ПP   – множина ТП, на яких можливий збіг за 
часом технологічних процесів обслуговування 
двох і більше ЛА: 
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pKpK jiji  ; 

)( pK П  – множина номерів напіввідкритих 
інтервалів, на яких можливий збіг за часом тех-
нологічних процесів обслуговування двох і бі-
льше ЛА на p -й ТП: 
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ПPp ; 
),( kpI П  – множина номерів ЛА, обслугову-

вання яких на p -й ТП може співпадати за ча-
сом на k -му напіввідкритому інтервалі : 

)]}()[(:{),( pKkJjIikpI iji
П  ; 

ПPp ;   )( pKk П ; 
),( kpJ П

i  – множина технологічних маршру-
тів передпольотної підготовки i -го ЛА, на яких 
можливий збіг за часом його обслуговування на 
p -й ТП з іншими ЛА в k -му інтервалі часу: 

)}(:{),( pKkJjkpJ iji
П
i  ; 

ПPp ; )( pKk П ; ),( kpIi П ; 
),( kpK H

ij  – множина номерів інтервалів ча-
су, яким повинен належати момент початку пе-
редпольотної підготовки i -го ЛА згідно з j -м 
технологічним маршрутом, щоб на k -му інтер-
валі цей ЛА знаходився (обслуговувався) на p -
й ТП: 

;}1)(1)(

:{),(
00 



ptkkptk

KkkpK
K

ij
H

ij

H
ij

H
ij  

ПPp ;   )( pKk П ; 
),( kpIi П ;   ),( kpJj П

i . 
Цільова функція, що відбиває прагнення ма-

ксимізувати кількість ЛА, що готуються до ви-
льоту за даний період часу ),( KH kk , виража-
ється наступною формулою: 

  
  


Ii Jj Kk

ijk
i

H
ij

zzf max)( .      (1) 

Математична модель завдання включає об-
меження, які відбивають вимогу, щоб: 

1) кожному ЛА було призначене не більш за 
один технологічний графік його підготовки до 
вильоту: 

 
 


i

H
ijJj Kk

ijkz 1 ;   Ii ;             (2) 

2) на кожній ТП одночасно знаходилося не 
більш одного ЛА: 

1
),( ),( ),(

  
  


kpIi kpJj kpKk

kij
П П

i
H
ij

z ;       (3) 

ПPp ;   )( pKk П . 
У математичній постановці завдання плану-

вання технологічних процесів підготовки до 
вильоту максимальної кількості ЛА за заданий 

час формулюється таким чином: визначити век-
тор бівалентних змінних 

);;( H
ijiijk KkJjIizz  , 

що обертає в максимум цільову функцію (1) 
при дотриманні системи обмежень (2)–(3). 

Значення цільової функції характеризує мак-
симальну кількість ЛА, які можна підготувати 
до вильоту за заданий період часу ),( KH kk , а 
вектор значень шуканих змінних повністю ви-
значає технологічний графік підготовки кожно-
го ЛА до вильоту. Наприклад, якщо в результа-
ті розв’язання задачі змінній kjiz   присвоєно 
значення 1, цей факт інтерпретується таким чи-
ном: 

1) ЛА з бортовим номером i  призначений 
j -й типовий технологічний графік його перед-

польотного обслуговування; 
2) передпольотну підготовку i -го ЛА необ-

хідно почати на k  -му інтервалі часу; 
3) терміни початку і закінчення виконання 

технологічних операцій на ТП, що входять в 
цей технологічний маршрут, визначаються по 
формулах: 

1)()( 0   ptkpt H
ji

H
ji ; 

1)()( 0   ptkpt K
ji

K
ji ;   jiPp  . 

Задача планування технологічних процесів 
підготовки до вильоту максимальної кількості 
ЛА за заданий час відноситься до класу екстре-
мальних комбінаторних задач з лінійною струк-
турою, канонічна форма яких така: максимізу-
вати цільову функцію  

max)(
0


Ii

ii xcxf            (4) 

при дотриманні обмежень  




jIi

jijij njbxaxg ,1;)(  ,   (5) 

де x  – вектор незалежних булевих змінних: 
),1;( mixx i  ;  1,0ix , mi ,1 ; 

m  – кількість змінних; 
n  – кількість обмежень; 

)(xg j  – функції незалежних змінних; 

nj ,1 ; 

jII ,0  – множина номерів незалежних змін-
них, що входять відповідно в цільову функцію і 
j -е обмеження завдання; 

ijji cba ,,  – цілі числа, що є відповідно коефі-
цієнтами і вільними членами обмежень, коефі-
цієнтами цільової функції. 
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Для приведення початкової математичної 

моделі цієї задачі (1)–(3) до канонічної форми 
необхідно виконати наступні операції: 

1) перенумерувати шукані змінні ijkz , Ii , 

iJj , H
ijKk  числами натурального ряду від 1 

до m , де 

 
 


Ii Jj

H
ij

i

Km ; 

2) кожній змінній }1,0{ijkz , Ii , iJj , 
H
ijKk  поставити у відповідність змінну 

 1,0ix ; mi ,1 ;  
3) ввести нові позначення шуканих змінних 

ix  ; mi ,1  у вирази (1)–(3) замість початкових 
змінних ijkz , Ii , iJj , H

ijKk ; 
4) перенумерувати усі обмеження системи 

(2)–(3) числами натурального ряду від 1 до n , 
де 





ПPp

П pKIn )( . 

Формально крізна перенумерація змінних 
ijkz , Ii , iJj , H

ijKk , що входять в почат-
кову математичну модель (1)–(3), полягає в то-
му, що кожній трійці індексів ),,( kji  ставиться 
у відповідність певний номер )(i  змінної 

mixi ,1;  , яка входить в канонічну форму 
(4)–(5). Це дозволяє за результатами 
розв’язання задачі (4)–(5) однозначно визнача-
ти шукане рішення задачі планування техноло-
гічних процесів підготовки до вильоту макси-
мальної кількості ЛА за заданий час. 

Аналіз математичної моделі задачі плану-
вання технологічних процесів підготовки до 
вильоту максимальної кількості ЛА за заданий 
час, перетвореної в канонічну форму (4)–(5), 
дає підстави для наступних висновків: 

а) вектор коефіцієнтів цільової функції є 
унімодулярним, тобто складається з елементів, 
рівних одному з двох значень: 

})1,0{(),1(  icmi ; 
б) матриця коефіцієнтів системи обмежень 

також є унімодулярною: 
})1,0{(),1(),1(  jiaminj ; 

в) вектор вільних членів системи обмежень 
складається з елементів, рівних одиниці: 

)1(),1(  jbnj . 
Це дозволяє використовувати для 

розв’язання цієї задачі спрощений алгоритм 
спрямованого перебору варіантів [3]. 

Отримані результати рішення задачі (4)–(5) 
інтерпретуються таким чином. Якщо деяка 
змінна mixi  1;  в результаті реалізації ал-
горитму спрямованого перебору набуває зна-
чення 1, то таке ж значення привласнюється 
змінній kjiz  , Ii  , iJj  , H

jiKk  , трійка 
індексів якої ),,( kji   відповідає номеру )(i  
змінної mixi  1; : 

)1()1(&)],,([   kjii zxkjii . 
Інакше: 

)0()0(&)],,([   kjii zxkjii . 
Сформований у такий спосіб вектор значень 

незалежних змінних 
);;( H

ijiijk KkJjIizz   інтерпретується 
описаним вище чином. 

Математична модель задачі 
планування технологічних процесів 
підготовки до вильоту заданої 
кількості ЛА за мінімальний час 

Початкові дані, шукані змінні і множини, що 
формуються для побудови математичної моделі 
задачі планування технологічних процесів під-
готовки до вильоту заданої кількості ЛА за мі-
німальний час, співпадають з тими, які були 
введені раніше при розгляді задачі планування 
передпольотної підготовки максимальної кіль-
кості ЛА за заданий час. 

Цільова функція, що відбиває прагнення мі-
німізувати тривалість технологічного процесу 
підготовки до вильоту заданої кількості ЛА, 
виражається наступною формулою: 

  
  


Ii Jj Kk

ijkij
i

H
ij

zhkzf min)()( .  (6) 

У систему обмежень задачі планування тех-
нологічних процесів підготовки до вильоту за-
даної кількості ЛА за мінімальний час входять 
математичні вирази, які відбивають вимогу, 
щоб: 

1) кожному ЛА, що розглядається, був приз-
начений рівно один технологічний графік його 
підготовки до вильоту (іншими словами, щоб 
усі ЛА були підготовлені до вильоту) : 

 
 


i

H
ijJj Kk

ijkz 1;   Ii ;          (7) 

2) на кожній технічній позиції одночасно 
знаходилося не більш одного ЛА (співпадає з 
виразом (3)). 

У математичній постановці завдання плану-
вання технологічних процесів підготовки до 
вильоту заданої кількості ЛА за мінімальний 
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час формулюється таким чином: визначити век-
тор бівалентних змінних 

);;( H
ijiijk KkJjIizz  , 

що обертає в мінімум цільову функцію (6) 
при дотриманні системи обмежень (3) і (7). 

По аналогії з попередньою задачею вектор 
значень шуканих змінних повністю визначає 
технологічний графік підготовки кожного ЛА 
до вильоту. 

Мінімальна тривалість підготовки до вильо-
ту заданих ЛА визначається (у вигляді кількості 
напіввідкритих інтервалів часу) по формулі: 

});1({maxmin IikhkT H
ii  , 

де ik  – номер напіввідкритого інтервалу часу, 
на якому повинне початися передполіьотне об-
слуговування i -го ЛА: 

kki  , таке що 1kjiz ;   Ii ; 

ih  – тривалість технологічного процесу під-
готовки i -го ЛА до вильоту: 

jii hh  , таке що 1kjix ;   Ii . 
Задача планування технологічних процесів 

підготовки до вильоту заданої кількості ЛА за 
мінімальний час відноситься до класу екстре-
мальних комбінаторних задач з лінійною струк-
турою, канонічна форма яких представлена ви-
разами (4)–(5).  

Для приведення початкової математичної 
моделі цієї задачі, представленої виразами (3), 
(6) і (7), до канонічної форми необхідно вико-
нати наступні операції: 

1) змінити знак цільової функції (6) на про-
тилежний: 

  
  


Ii Jj Kk

ijkij
i

H
ij

zhkzf max)()( ; 

2) замінити кожне з обмежень-рівнянь (7) 
парою обмежень-нерівностей наступного виду : 

 
 


i

H
ijJj Kk

ijkz 1 ;     
 


i

H
ijJj Kk

ijkz 1; 

3) перенумерувати шукані змінні ijkz , Ii , 

iJj , H
ijKk  числами натурального ряду від 1 

до m ; 
4) кожній змінній }1,0{ijkz , Ii , iJj , 

H
ijKk  поставити у відповідність змінну 

 1,0ix ; mi ,1 ;  
5) ввести нові позначення шуканих змінних 

ix  ; mi ,1  у вирази (3), (6) і (7) замість почат-
кових змінних ijkz , Ii , iJj , H

ijKk ; 

6) перенумерувати усі обмеження системи 
(3) і (7) числами натурального ряду від 1  
до n , де: 





ПPp

П pKIn )(2 . 

Аналіз математичної моделі задачі плану-
вання технологічних процесів підготовки до 
вильоту заданої кількості ЛА за мінімальний 
час, перетвореною в канонічну форму (4)–(5), 
дає підстави для наступних висновків: 

а) матриця коефіцієнтів системи обмежень 
складається з елементів, рівних одному з трьох 
значень: 

})1,0,1{(),1(),1(  jiaminj ; 
б) вектор вільних членів системи обмежень 

складається з елементів, рівних одному з двох 
значень: 

})1,1{(),1(  jbnj . 
Це дозволяє використовувати для 

розв’язання цієї задачі спрощений алгоритм 
спрямованого перебору варіантів [3]. 

Результати рішення задачі (4)–(5) стосовно 
планів технологічних процесів підготовки до 
вильоту заданої кількості ЛА за мінімальний 
час інтерпретуються аналогічно тому, як це бу-
ло викладено раніше для задачі планування під-
готовки до вильоту максимальної кількості ЛА 
за заданий час. 

Висновки 
Приведені математичні моделі в поєднанні 

алгоритмами спрямованого перебору варіантів 
дозволяють визначати технологічні процеси 
передпольотної підготовки, що забезпечують 
виліт максимальної кількості ЛА за заданий час 
або заданої кількості ЛА за мінімальний час. 
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