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Національний авіаційний університет  
Запропоновано процедуру сумісного оцінювання зміщень датчиків та параметрів моделі коро-
ткоперіодичного руху легкого літака за результатами льотного експерименту при наявності 
шумів вимірювань та зміщень датчиків. Ефективність запропонованої процедури було переві-
рено на benchmark-моделі короткоперіодичного руху легкого літака DHC-2 «Beaver». 

Актуальність проблеми 
При діагностиці літаків та перевірці їх відпо-

відності нормам льотної придатності в процесі 
експлуатації, а також при проектуванні систем 
управління польотом та корекції цих систем в 
процесі експлуатації необхідно знання їх мате-
матичних моделей динаміки. Принципово важ-
ливе значення має оцінювання параметрів ліне-
аризованої моделі в просторі станів, оскільки 
аеродинамічні похідні сил та моментів, що ви-
значають технічний стан літака в даний момент 
часу, входять лінійно в цю модель [1]. 

Жорсткі технічні, технологічні та економічні 
вимоги до легких літаків унеможливлюють за-
стосування дорогих датчиків, які мають високу 
точність, у той час, як дешеві й менш точні ма-
ють високий рівень шумів вимірювання та сут-
тєві зміщення (систематичні похибки), спричи-
нені рядом експлуатаційних факторів [2], у ви-
хідних сигналах.  

Як зазначалось в праці [3], особливим випа-
дком оцінювання параметрів є параметрична 
ідентифікація жорстких систем (систем зі шви-
дкими та повільними модами динаміки). Прик-
ладом такої системи є поздовжній рух літаків. В 
результаті аналізу матриці ідентифікованості 
[1] та її сингулярних чисел для отримання якіс-
них результатів в [3] запропоновано проводити 
оцінювання параметрів поздовжнього руху лег-
ких літаків в два етапи: ідентифікація коротко-
періодичної та довгоперіодичної складових по-
здовжнього руху.  

Дана стаття присвячена розробці процедури 
сумісного оцінювання зміщень датчиків та па-
раметрів моделі короткоперіодичного руху лег-
кого літака та її перевірці на benchmark-моделі 
легкого літака DHC-2 «Beaver» [4]. 

Постановка проблеми 
Необхідно розробити процедуру сумісного 

оцінювання зміщень датчиків та параметрів 
моделі короткоперіодичного руху легкого літа-
ка за результатами льотного експерименту при 
наявності шумів вимірювань та зміщень датчи-
ків і перевірити ефективність запропонованої 
процедури на моделі, що пройшла багаторівне-
ві перевірки й уточнення за результатами фізи-
чних експериментів в аеродинамічних трубах та 
льотних випробуваннях. Такою моделлю була 
обрана benchmark-модель легкого літака DHC-2 
«Beaver» [4]. Оскільки проведення льотного ек-
сперименту є достатньо дорогим, то для відп-
рацювання запропонованої процедури необхід-
но провести моделювання динаміки поздовж-
нього руху з урахуванням шумів та зміщень 
усіх датчиків в пакеті Simulink програми 
MATLAB.  

Короткоперіодичний рух літаків описується 
наступними лінеаризованими рівняннями в 
просторі станів з постійними коефіцієнтами 
при нульовій матриці прямої передачі управ-
ління від входу до виходу [5]: 

,
;
ξbCxy

BuAxx



     (1) 

де A , x  – nn  матриця та 1n  вектор стану 
відповідно; B , u  – mn  матриця та 1m  век-
тор керування відповідно; C , y  – nl   матриця 
та 1l  вектор вимірювань відповідно; b  – 1  
вектор, елементами якого є значення зміщень 
датчиків; ξ  – 1l  вектор гаусових випадкових 
похибок вимірювання, такий що 

  )()()(;0)(  Rξξξ  ttEtE T , 
де E  – знак математичного сподівання; 
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R  – коваріаційна матриця похибок вимірюван-
ня; )(  – дельта-функція Дірака. 

Вектори та матриці стану, керування та спо-
стереження для моделі короткоперіодичного 
руху є наступними [5]: 
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де   – кут атаки; q  – кутова швидкість тангажа; 
e  – відхилення руля висоти, Z , qZ , eZ  – від-

повідні частинні похідні вертикальної сили; M , 

qM , eM   – відповідні частинні похідні моменту 
крену. 

За результатами льотного експерименту (або 
моделювання польоту) у вигляді записів )(tu  та 

)(ty  необхідно визначити елементи матриць A  і 
B  та оцінити зміщення датчиків, які протягом 
льотного експерименту (моделювання) вважа-
ються постійними [6].Таким чином, необхідно 
оцінити розширений вектор параметрів 

,][][ T
qeeqq

T
ext bbMZMMZZ bθθ    (3) 

де b , qb  – відповідні зміщення датчиків кута 
атаки та кутової швидкості тангажа. 

Вирішення проблеми 
Для сумісного оцінювання зміщень датчиків 

та параметрів моделі короткоперіодичного руху 
легкого літака простір стану моделі короткопе-
ріодичної складової розширюємо за рахунок 
фіктивних змінних – зміщень датчиків кута 
атаки b  та кутової швидкості тангажа qb . У 
цьому випадку вектори вимірюваного входу u , 
розширеного стану extx  та вимірюваного вихо-
ду y  мають наступний вигляд: 

][ eu ,   T
qext bbq ],,,[ x ,   

T
mm q ],[y . 

Після застосування прийому рандомізації 
фіктивних змінних [7] коваріаційна матриця R  
шуму вектора вимірювань ξ  є діагональною ма-
трицею розміром 22; а коваріаційна матриця 
шуму вектора стану матиме вигляд 

 22
21 qqqdiag Q , де 21, qq  – дисперсії 

шуму вектора стану; q  ,  – малі параметри, 
значення яких набагато менші одиниці. За наяв-
ності такої матриці Q , матриця Гамільтона [8], 
асоційована з рівнянням Ріккаті для синтезу оп-
тимального спостерігача, є не виродженою (хоча 

й погано обумовленою) матрицею і рівнянням 
(1), відповідає трійка матриць: 
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При поганій обумовленості матриці Гаміль-
тона функції чутливості приймають малі зна-
чення й відповідно процес оптимізації критерію 
оцінювання параметрів динамічної моделі має 
погану збіжність, тому необхідно для оцінюван-
ня слабко спостережуваних змінних застосову-
вати методи стохастичної апроксимації [9], оскі-
льки вони не пов’язані з питаннями спостережу-
ваності. 

Якщо вважати, що на протязі експерименту 
систематичні похибки, якими є зміщення датчи-
ків, постійні або такі, що повільно змінюються, 
то для оцінювання їх значень застосовують ме-
тоди стохастичної апроксимації [9]. Ці методи є 
більш ефективними, оскільки в них не викорис-
товується динамічна модель об’єкту, тобто не 
потрібно вирішувати задачу спостережуваності. 

Особливим підходом при сумісному оціню-
ванні зміщень датчиків та параметрів математи-
чної моделі динаміки, запропонованим в даній 
роботі, є одночасне сумісне використання відо-
мого фільтру Калмана [10] для оцінки змінних 
стану та відомих методів стохастичної апрокси-
мації [9] для оцінки слабко спостережуваних фі-
ктивних змінних стану, якими є зміщення дат-
чиків. 

Як показано в [11], в якості критерію оціню-
вання вектора невідомих параметрів θ  динаміч-
ної моделі при наявності в експериментальних 
даних гаусових випадкових похибок вимірюван-
ня краще застосовувати від’ємний логарифм  
функції максимальної правдоподібності 
  θyP  [12]: 
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де iy  та iŷ  – i -й елемент вектору вимірювань 
та його оцінка відповідно;  ii yy ˆ  – i -й век-
тор інновацій; inR  –коваріаційна матриця ін-
новацій; || inR  – норма Фробеніуса коваріа-
ційної матриці інновацій; N  – кількість то-
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чок вимірювань (залежить від довжини реа-
лізації); l  – довжина вектору вимірювань 

)(ty  (залежить від кількості величин, що ви-
мірюються). 

 
Рис. 1. Алгоритм сумісного оцінювання зміщень датчиків та параметрів моделі короткоперіодичного руху  

легкого літака (МКПК – макриця коефіцієнтів підсилення Калмана;  
МЛПС – модель літака в просторі станів; ОП – оптимізаційна процедура;  

ПСАК – прискорена стохастична апроксимація Кестена) 

Початкові значення невідомих параметрів 
моделі літака, які необхідні для розв’язання  
задачі оцінювання параметрів динамічної моделі 
методом максимальної правдоподібності 
(ММП), розраховуються за пристосованим  
до моделей в просторі станів методом най-
менших квадратів (МНК), методика якого  
наведена в [12].  

Для моделі короткоперіодичної складової 
поздовжнього руху літака кількість змінних 
станів дорівнює 2, кількість керуючих сигна-
лів – 1, кількість сигналів, що вимірюються – 2, 

достатня довжина реалізації – 500 точок, 3i . 
За таких даних вектор Y  матиме наступний  
вигляд: 

Tqq ])500()3()500()3([ Y .     (6) 
Розмір вектора Y  у цьому випадку 1996 , 

вектора невідомих параметрів θ  – 16 . 
Матрицю регресора, запропоновану в [13] на 
відміну від векторного регресора [12] для моде-
лі в просторі станів (1), (2) представляємо у ви-
гляді блочно-діагональної матриці: 
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F .   (7) 

Знаючи матрицю регресора F  (7), вектор ви-
хідних сигналів Y  (6) та використовуючи фор-
мулу [12]: 

  YFFFθ TT 1
MHK

ˆ 
 , 

отримуємо початкові значення елементів век-
тора параметрів короткоперіодичної складової 
поздовжнього руху легкого літака DHC-2 
«Beaver» (табл. 1). 

Оскільки початкові значення параметрів ди-
намічної моделі короткоперіодичної складової 
поздовжнього руху літака, що розглядається, 
відрізняються майже в 46 разів (9.5858/0.2073), 

то для покращення збіжності алгоритмів  
оцінювання використовуємо процедуру  
масштабування шуканих параметрів. Головна 
діагональ масштабуючої матриці є  
наступною ]11011101[ . 

У результаті проведеного оцінювання параме-
трів за ММП (5), основаного на стаціонарній ка-
лманівській фільтрації [10], оцінено невідомі па-
раметри, що відносяться до короткоперіодичної 
складової поздовжнього руху літака DHC-2 
«Beaver» (табл. 1) та значення вихідних  
величин (рис. 2). 

Таблиця 1. 

Числові результати порівняння значень номінальних та оцінених параметрів  
короткоперіодичної руху літака DHC «Beaver» 

Параметри Z , с-1 qZ , – M , с-2 qM , с-1 eZ , с-1 eM , с-2 
Номінальні 

значення -1.2850 0.9764 -6.7370 -3.0290 -0.0929 -10.6000 

Початкові 
значення -1.1792 0.8548 -7.0389 -2.7105 -0.2073 -9.5858 

Оцінені зна-
чення -1.1847 0.8982 -6.9912 -2.8716 -0.0914 -10.1195 

% , % 7.80 8.00 3.77 5.20 1.63 4.53 

а) б) 
Рис. 2. Порівняння значень виміряних та оцінених вихідних даних: 

1 – виміряні дані,  2 – оцінені дані 
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Оцінку адекватності отриманої моделі в 
[14] запропоновано проводити шляхом визна-
чення відносної похибки оцінених та номіналь-
них значень параметрів: 

%100
ˆ

% 



nomi

nomii




 ,           (8) 

де %  – значення відносної похибки оцінених 

та номінальних значень параметрів; î  – оціне-
не значення i -того параметра; nomi  – номіна-
льне значення i -того параметра. Чим менше 
значення % , тим точніше оцінено значення па-
раметра. 

Підтвердженням якісної оцінки вектора не-
відомих параметрів є значення відносної похи-
бки оцінювання %  (8), що не перевищує 8%. 

Для оцінки зміщень датчиків під час проце-
дури мінімізації від’ємного логарифму функції 
максимальної правдоподібності (5) було засто-
совано алгоритм прискореної стохастичної ап-
роксимації Кестена [2, 9]: 

 bjbjbjbj yyiixix ˆ)()1(ˆ)1(ˆ̂   ,      (9) 
де )1(ˆ ixbj  – змінна стану, що відноситься до 
j -ого зміщення, на )1( i -ому кроці; )(i  –

коефіцієнт стохастичної апроксимації на i -ому 
кроці. Процедура вибору )(i  наведена в [2].  

Результати виконання алгоритму прискоре-
ної стохастичної апроксимації Кестена (для 
оцінки зміщень jb  датчиків, які є слабко спо-
стережуваними змінними розширеного вектору 
стану) під час процедури мінімізації від’ємного 
логарифму функції максимальної правдоподіб-
ності (5) наведені на рис. 3 та в табл. 2. 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Оцінювання зміщень датчиків ( b , qb ) за алгоритмом прискореної стохастичної  
апроксимації Кестена 

Таблиця 2.   

Результати оцінювання зміщень датчиків 

Назва зміщень b , рад qb , рад/с 
Номінальні значення 0.0080 -0.0060 
Оцінені значення 0.0084 -0.0057 

,%%  5.00 5.00 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Кореляційні функції оцінок зміщень ( b , qb ) 
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При оптимальному оцінюванні оновлююча 

послідовність 1)ˆ(  iyy  в усталеному режимі 
повинна мати властивості білого шуму [9]. Екс-
периментальне визначення цієї послідовності 
показує, що кореляційні функції )( bK  і )( qbK  
всіх оцінок зміщень ( b , qb ), наближаються до 
дельта-функцій (рис. 4). 

Висновки 
Розроблено процедуру сумісного оцінюван-

ня зміщень датчиків та параметрів моделі коро-
ткоперіодичного руху легкого літака при наяв-
ності шумів вимірювань та зміщень датчиків в 
записах результатів льотного експерименту. Ця 
процедура базується на одночасному сумісному 
використанні відомого фільтру Калмана [10] для 
оцінки змінних стану та відомих методів стохас-
тичної апроксимації [9] для оцінки слабко спо-
стережуваних фіктивних змінних стану, якими є 
зміщення датчиків. Результати перевірки запро-
понованої процедури на benchmark-моделі ко-
роткоперіодичного руху легкого літака DHC-2 
«Beaver» підтверджують її ефективність. 
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