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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СТРУКТУРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 

 ЧЕТКИХ И НЕЧЕТКИХ МНОЖЕСТВ 

Рассматриваются вопросы моделирования НМ 2-адическими моделями. Показана возможность рацио-

нального определения ФП в ситуациях, где отсутствует предшествующая информация за счет учет 

внутренней структуры объекта.Структурирование НМ 2-адическими моделями позволяет использо-

вать при принятии решений их визуализационные  возможности, в ряде случаев  НМ  и универсум, на 

котором задано НМ,  имеет практически совпадающие фрактальные характеристики (структуры). 

Это обстоятельство можно использовать при реализации нечетких выводов и принятии приближен-

ных решений

Введение 
Теория нечетких множеств (ТНМ) открыла 

широкие перспективы в решении целого ряда 

нових  задач управления в условиях неопреде-

ленности. Одним из фундамен-тальных вопро-

сов, связываемых с приложениями ТНМ - опре-

деление  функций принадлеж-ности (ФП). В 

большинстве приложений параметрическая 

форма ФП считается известной, но в ситуациях, 

где нет предшествующей информации, задача 

существенно усложняется. Во-зникает необхо-

димость в разработке новых методов и моделей, 

позволяющих снизить влия-ние эвристически 

задаваемой ФП на качество решения. Одним из 

путей решения данной проблемы есть учет 

структуры объекта, в частности, методология 

иерархической кластеризации (ИК), может быть 

использована для того, чтобы узнать внутрен-

нюю структуру данных и учесть ее при назначе-

нии ФП. 

Современное состояние исследова-
ний 

Практически первой работой, в которой был 

поставлен вопрос применеия ИК в моделирова-

нии нечетких объектов была работа  [1],  кото-

рой  показано, что на основании   результатов, 

полученных  Dunn, Zadeh, и Bezdek , есть экви-

валентность между ИК, max-min нечеткими от-

ношениями транзитивности и ультраметриче-

скими расстояниями. Связанная с любой иерар-

хической кластеризацией H(I),  всегда су-

ществует ультраметрическая матрица расстоя-

ния U = 
n1,j

n1,i

 
ij

u , которая может нормиро-

ваться в [0,1], т.е. выступать в роли аналога ФП. 

Допуская определение естественных групп в 

произвольном контексте, кластер-методы могут 

обеспечить большую гибкость в нечетком моде-

лировании. Благодаря этой гибкости, один из 

наиболее обещающих классов нечетких моделей 

тот, который  базируется на кластерном анализе. 

Нечеткая кластеризация используются, чтобы 

определить разделение пространства, результи-

рующая модель есть обратимой, что означает  

доступность  и обработку с тем же уровнем гиб-

кости. Следовательно, модель становится струк-

турно-свободной  и может быть использована 

для широкого класса задач. 

В работе [2] показано, что использование не-

четкой кластеризации в контексте нечеткого 

моделирования в ненаблюдаемой  среде позво-

ляет получить определенную информацию о 

возможных кластерах данных на подготовке об-

разцов, которые показывают аналогичное пове-

дение, поэтому мы можем охарактеризовать это 

поведение в нечеткой модели. Используя иерар-

хическую кластеризацию в процедурах предоб-

работки информации, можно в известной мере 

восполнить недостаток информации. Иерархи-

ческий кластеризация позволяет работать с 

кратными (возможно вложенными) кластерами, 

использующие алгоритмы разумной вычисли-

тельной сложности, работая со сравнительно 

небольшим количеством примеров, как это име-

ет место для нечеткого моделирования в  нена-

блюдаемых средах. Хотя иерархическая класте-

ризация имеет недостаток, требующий предва-

рительной подготовки  решения, чтобы исполь-

зовать некоторые дополнительные эвристиче-

ские критерии для определения наиболее  под-

ходящей  классификации, современные методы 

нечеткой кластеризации [3] позволяют снизить 

влияние этого недостатка. 

Постановка задачи 

Пусть  A
~

 –НМ, т.е упорядоченная  пара 

μ U, , где U - универсум,  - функция  
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принадлежности, НМ - это подмножество дека-

ртового произведения универсума U  и отрезка 

[0, 1]: A
~

 U   [0,1].  Формально НМ  - это чет-

кая ФП, потому часто НМ  A
~

 определяют толь-

ко  указав его ФП A и  УМ U.  Отметим при 

этом, что те элементы УМ, для которых ФП ра-

вна нулю, НМ не принадлежат, НМ  существует 

только там, где его ФП больше нуля. В связи с 

этим исходное НМ  будем рассматривать как  

объект  n

1ii

0 }{uU , }{μμ (u)

i

0 , для котрого 

(u)

iμ >0 ( i), универсум U  и НМ представим как 

множества векторов 
1u

1u

n

1

  и 
(u)

nn

(u)

11

μu

μu
  соот-

ветственно. Методами ИК для каждого из М по-

строим дендрограмму (бинарное дерево - БДр) и 

методами р-адического  исчисления  выполним 

анализ БДр, предварительно закодировав его 

символами 0 и 1. 

Рассмотрим несколько НМ  на одном универ-

суме: { 1A
~

, 2A
~

…, kA
~

}  U, определим М р-

адических (структурных) характеристик  S( 1A
~

), 

S( 2A
~

)…, S( kA
~

) и  S(U) и путем перебора вы-

числим НМ jA
~

  { 1A
~

, 2A
~

…, kA
~

}, jA
~

 U, для 

которого  abs(S( jA
~

)-S(U)) min. 

Алгоритм решения 
Интерпретация НМ на уровне р-адических 

моделей. Рассмотрим коротоко р-ади-ческий 

анализ, т.к. его знание необходимо для даль-

нейшего понимания излагаемого материала. 

Множество X вместе с заданной в нем метрикой 

d называется метрическим пространством (МП), 

одно и то же множество X может допускать 

много различных структур МП  (X, d). Обычное 

расстояние между рациональными числами 

определяется в виде d(r1, r2)= 21 r- r , однако рас-

стояние можно определить по т.н. р-адической 

норме [4]. Известно, что любое рациональное 

число r  однозначно записывается в виде дроби 

n

mk
pr , где k Z, 

n

m
- несократимая дробь, 

числитель и знаменатель которой взаимно про-

сты с р. Величина k
p  имеет название  р-

адическая норма числа r и записывается как 

p
r . Показано, что расстояние, определяемое из 

выражения 
p21 r- r обладает свойствами обыч-

ного расстояния, т.е.  

 

 

 

удовлетворяет, в частности, аксиоме треуголь-

ника  dp(r1, r2)+dp(r2, r3)   dp(r1, r3). 

Однако есть принципиальные отличия вновь 

определенного расстояния, что заклю-чается в 

наличии у р-адического расстояния т.н. не-

Архимедовых свойств (ультраметрика). В част-

ности, в отличие от обычного расстояния р-

адическое расстояние таково, что целые числа  

образуют в его метрике ограниченное множе-

ство диаметра 1. Если применить к этому М 

процедуру пополнения, то получают компакт –  

Qp,  элементы которого целые р-адические  

числа. 

Они допускают запись в р-ичной системе 

счисления, т.е. целое р-адическое число c одно-

значно записывается в виде бесконечной влево 

последовательности …an…a2a1a0, 0  c  p-1, ко-

торую рассматривают как сумму сходящегося 

ряда   npna2p2ap1a0a , сходимость 

которого вытекает из условия, что nn
n ppa . 

Ультраметрическое  расстояние измеряет сте-

пень делимости рационального числа на 2, чем 

лучше число делится на 2, тем оно ближе к ну-

лю, например, 8=2
3
 ближе к нулю, чем ½=2

-1
, 

16= 2
4  

ближе к нулю, чем 8; 480 ближе к нулю, 

чем 16, 384 ближе к нулю,  

чем 480 и т.п. 

Целые р-адические числа можно складывать, 

вычитать и умножать, т.к. в общем случае они 

образуют кольцо, однако в отличие от Z  в Qp 

отсутствует естественный по-рядок, понятия 

положительного и отрицательного чисел в Qp не 

имеют смысла, - 1=lim (p
n  

-1) при n . Важ-

ным свойством р-адических чисел является то, 

что многие р –адические числа в отличие от 

обычных целых чисел обратимы, т.е. если sgnp 

a 0, то а
-1

 –целое положительное число, кроме 

того, все рациональные числа со знаменателем, 

взаимно простым с р, являются целыми р.-а.ч. 

Нетрудно видеть, насколько эффективным мо-

жет быть применение р-а.ч. к  анализу нечетких 

чисел и нечетких переменных, для которых во-

просы обратимости не решены, с точки зрения 

решения задач управления в условиях неопреде-

ленности. 

Арифметика над р-а.ч. выполняется как с 

обычными десятичными дробями с тем исклю-

чением, что все операции проводятся, начиная с 

последней цифры. Наиболее полный набор про-

цедур, связанных с р-адическим анализом, со-

держится в разделе Number  ПММ Mapple. Важ-

ным свойством р-адического анализа есть то, 

что естественным аналогом  
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отрезка [0,1] является.  «р-адический отрезок», 

который  как и обычный, является шаром. 

Определим n

p
px , 00

p
, ordp(x)=n и 

ordp(0)= , они удовлетворяют следующим свой-

ствам, если вместо 
p

 использовать ordp( ):  

ordp(x+y)  min{ ordp(x), ordp(y) }, 

ordp(x y) { ordp(x) + ordp(y) }, 

ordp( ) называют р-адическим порядком,   
p

 - 

р-адическая оценка . 

иначе0}a|min{s

i)(0aесли
(x)ord

x

i
p

 

и  
(x)ord

p

ppx  

Определение. Норма называется неархимедо-

вой, если для всех х и у выполнено неравенство 

||x + y||  max(||x||, ||y||).  

Расстояние, индуцированное неархимедовой 

нормой, называется ультраметрикой, неравен-

ство треугольника для обычной функции рас-

стояния d(x, z)  d(x, у) + d(y, z), трансфор-

мируется в усиленное неравенство треугольника 

d(x, z)  max(d(x, у), d(y, z)). Соответствующие 

МП называются ультраметрическими про-

странствами. Отметим, что функция | |p может 

принимать  

 

только «дискретное М значений», а именно 

{ {0})n,pn
Z }. Если Nb,a , то 

)p(modba n  тогда и только тогда, ко-

гда p|ba| n1/p .Таким образом, ряд a пред-

ставляется сходящимся (по р-адической норме) 

рядом a 0n
n

npa . М целых р-а.ч. обознача-

ется Zp , , Zp={a Qp: p
a 1}.  

Доказана теорема А.М.Островского, что лю-

бая норма на Q эквивалентна  либо обычному 

абсолютному значению, либо р-адической нор-

ме для некоторого простого числа р, р-адическая 

норма  |x|p  определяется  как При 

этом учитывается, что любое раци-ональное 

число однозначно  представимо в виде 
n

m
px ,  

где  m, n-целые, которые не делятся на р. Для 

этой нормы справедливо УНТ:  |x+y|p    

max(|x|p, |y|p ). 

Весьма важным для анализа есть то, что р-а.ч. 

имеют иерархическую струкутуру [ 5, 6] и, с 

другой стороны, все иерархические структуры 

описываются р-а.ч. На рис. 1 представлены чис-

ла 710 =0+2
0
+2

1
+2

2 
 - а)  и 1410 =0+2

1
+ 2

2
+2

3 
 - б) в

 
 

2-адическом  базисе; слева - матричное пред-

ставление, справа - графическое представление 

(иерархическое дерево). 
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Рис.1.  Стандартные (четкие) числа 710 =0+2
0
+2

1
+2

2 
 - а)  и 1410 =0+2

1
+ 2

2
+2

3 
 - б) в

 
 2-адическом ба-зисе ;  

слева) - матричное представление, справа - графическое представление (иерархическое дерево). 

Каждое БДр характеризуется 4 параметрами: 

максимальный ранг - r, р-адическое число - p= 

0n
n

npa , фрактальная размерность – N = 

)log(1/

)logN(
lim

0ε
, где )N(  - число кубов (квадра-

тов), необходимых для покрытия всего множе-

ства кубами (квадратами) {Bi} с величиной реб-

ра (стороны), не превышающей , и структура – 

S. Можно построить зависимости:  

r(j), p(j), N(s), S (j), j=1, c; и таким образом по-

лучить закономерности изменения данных па-

раметров трафика для различных НМ на общем 

УМ. Фрактальная размерность изображения 

БДр, соответствующих числам 7 и 14 в 2-

адическом базисе, совпадает с топологической, 

в чем можно убедиться, вычислив эту величину 

при помощи программы fractdim (), входящей в 

состав стандартного МО пакета МатЛаб [7, 8]. 
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Рис. 2. Матрица ультраметрических расстояний для стандартного (четкого) число 710 в 2-адическом  базисев,  

г: в- полученная на основании дендрограммы, г- нормированная 

Отметим изоморфизм БДр: стандартное (четкое) 

число 710  (рис.2) в 2-адическом  базисе, 

710=0+2
0
+ 2

1 
+2

2
 вкладывается в стандартное 

(четкое) число 1410 в 2-адическом базисе, 

1410=0+2
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Экспериментальное исследование струк-

турных свойств множеств. НП примерно 

7  с треугольной, Гауссовой и трапециевидной 

ФП на УМ A =[5:0.1: 9]  приведено на рис. 3, 

при этом выполнено условие, чтобы количество 

элементов УМ для всех типов НП было одина-

ковым.

 

 
а                               б                              в 

Рис. 3.  Рассчетные НП примерно 7: а-X=trimf(A,[5 7 9 ]); 

б- Xg=gaussmf(A,[0.53 7 ]); в- Xtr=trapmf(A,[5 6 8 9 ]); 

A = [5:1:9]; 

2-адические модели НП gaussmf7
~

, trapmf7
~

, trimf7
~

 и 

универсума A = [5:1:9] приведены на рис. 4, 

правые части рис. представляют бинарные дере-

вья 2-адических моделей НП и универсума А. 

Основными характеристиками рассматривае-

мых объектов приняты фрактальные числа и 

фрактальные размерности БДр – аналогов НМ 

gaussmf7
~

, trapmf7
~

, trimf7
~

 и универсума A = [5:1:9], 

как видно из приведенных вычислений наиболее 

близким к универсуму является НМ  trapmf7
~

, т.к. в 

этом случае имеет место:  Ntrap = NUNI=60, 

Dtrap =Duni =1.2091. На рис. 5 приведены  мат-

рицы ультраметрических расстояний между 

элементами структур НМ gaussmf7
~

, trapmf7
~

, trimf7
~

 и 

УМ A = [5:1:9].
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Рис.4.  Иерархическая кластеризация НМ примерно 7 на УМ А=[5:1: 9] в евклидовой метрике  

методом НУдС для различных видов ФП: а- рассчетное  бинарное дерево (БД), б –матрица БД 

Примечание: A+X  A X=[a1  x1; a2  x2 ;… an   xn] 
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Рис. 5.  Матрицы ультраметрических расстояний (ультраметрической близости)   

для БДр, представляющих  НМ примерно 7 на УМ А= [5:1:9] в евклидовой метрике,  

кластеризованных  методом НУдС, для различных видов ФП. 

Расчет Фробениусовских норм  для матриц 

ультраметрической близости дал результаты: 

F-нормы матриц 
r1            r2            r3             r4 

3.7666    3.6401    3.6912    3.7666  

Анализ результатов показывает, что в данном 

случае роль ФП значительно преувеличена, аб-

солютно аналогичные выводы могли быть по-

лучены как при использовании только универ-

сума или  НП trimf7
~

, хотя в общем случае такой 

вывод, по-видимому, не справедлив.  
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Отдельно отметим визуализационные   

 

возможности 2-адических моделей НМ.

gaussmf7
~

 
trapmf7

~
 

trimf7
~

 А= [5:1:9] 

 

     

     

     

     
 

 

     

     

     

     
 

 
 

     

     

     

     

 

     

     

     

     
 

Рис. 6.  Визуализация НМ и УМ.

Ранее было отмечено, что НМ trapmf7
~

 и уни-

версум А= [5:1:9] имеют практически совпада-

ющие фрактальные характеристики, это 

наглядно видно на представленном ниже рис. , 

изображения НМ  trapmf7
~

 и универсума А= 

[5:1:9] практически совпадают. Это обстоятель-

ство можно использовать при реализации не-

четких выводов и принятии приближенных ре-

шений. 

В заключение отметим, что наличие матриц 

близости, а также некоторые известные отно-

шения между иерархическим кластеризациями 

и max-min нечеткими отношениями транзитив-

ности позволяют ставить вопрос о выборе  "хо-

рошего качества" меры, которое должно быть 

использовано, когда  предшествующая инфор-

мация о структуре данных не доступна (нена-

блюдаемый случай), но решение необходимо 

принимать.  

Выводы 
1. Одним из фундаментальных вопросов, 

связываемых с приложениями ТНМ является 

определение  функций принадлежности.  В 

большинстве приложений параметрическая 

форма ФП считается известной, но в ситуациях, 

где нет предшествующей информации, задача 

существенно усложняется. Возникает необхо-

димость в разработке новых методов и моделей, 

позволяющих снизить влияние эвристически 

задаваемой ФП на качество решения. Одним из 

путей решения данной проблемы есть учет 

структуры объекта, в данном случае НМ.  Ме-

тодология, подобная кластеризации, может 

быть  использована для  определения внутрен-

ней структуру данных и  ее учета при назначе-

нии ФП. 

2. Анализ результатов показывает, что в ряде 

случаев роль ФП значительно преувеличена, 

абсолютно аналогичные выводы могли быть 

получены как при использовании только уни-

версума или  заданного НМ, хотя в общем слу-

чае такой вывод, по-видимому, не справедлив. 

3. Структурирование НМ 2-адическими мо-

делями позволяет использовать при принятии 

решений их визуализационные  возможности, в 

ряде случаев НМ и универсум, на котором за-

дано НМ, имеет практически совпадающие 

фрактальные характеристики (структуры. Это 

обстоятельство можно использовать при реали-

зации нечетких выводов и принятии прибли-

женных решений. 
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