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АЛГОРИТМ УПРАВЛЕНИЯ САМОЛЕТОМ В БОКОВОЙ 
ПЛОСКОСТИ С ЗАДАННЫМ КАЧЕСТВОМ  

ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ 
Показана возможность построения алгоритмов управления с использованием вспомога-
тельной дифференциальной системы, интегральное многообразие которой касается или 
пересекается с интегральным многообразием исследуемой управляемой системы 
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Вступление  
В связи со сложившейся традицией 

законы управления самолетами в боковой 
плоскости конструируются согласно 
принципу построения регуляторов «по 
отклонению» [1]. Покажем, что законы 
управления этого назначения могут быть 
построены на основе применения идей 
интегральных многообразий и метода 
сравнения, содержащихся в работе Н.Е. 
Жуковского [2]. В этой работе примеры 

графического представления траекторий 
движения оформлены в виде содержа-
тельных информативных рисунков, по-
добных рис.2 данной статьи. Таким обра-
зом, Н.Е. Жуковского следует считать ос-
новоположником взаимосвязанных кон-
цепций интегральных многообразий и ме-
тода сравнения.  

Боковое движение самолета описы-
ваются системой уравнений (1) 

γtg
V
g  =Ψ& ;      Ψ= sinVZ& ;      Ψ= cosVX& ;      ýýk δγ =&  ,                     (1) 

где:  
Ψ   -   угол поворота траектории;   
g    -  ускорение свободного паде-

ния; 
V   -   путевая скорость; γ    -  угол 

крена;   
Z   -   боковое отклонение от линии 

заданного пути (ЛЗП);   
X  -  пройденный путь;   
ýk < 0  - коэффициент, учитываю-

щий инерционность влияния отклонения 
элеронов на угол крена;   

ýδ   - отклонение элеронов. 

Постановка задачи  
В отличие от традиционной поста-

новки задачи стабилизация заданного пу-
ти, когда угол крена используется в каче-
стве промежуточного («между элеронами 
и самолетом») управления, иначе - управ-
ляющей функции, управляемой (на более 
низком (иерархическом) уровне) элеро-

нами, для решения задачи воспользуемся 
общими представлениями метода сравне-
ния, и введем вспомогательные линейное 
дифференциальное уравнение, описы-
вающее желаемое поведение во времени 
бокового отклонения 

 
0321 =+++ ZaZaZaZ &&&&&& ;       (2) 

где: 
Z   -  боковое отклонение от ЛЗП; 

321 ,, aaa   -  действительные коэф-
фициенты. 

Эти коэффициенты определим из 
характеристического уравнения  

 
0))()(( 321 =−−− pppppp     (3) 

где: 
321 ,, ppp  -   заданные собственные 

числа.  
Зададим их действительными отри-

цательными для обеспечения желаемого 
апериодического характера изменения 
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бокового уклонения согласно уравнению 
(2). Коэффициенты уравнения (2), соглас-

но (3), имеют вид  

)( 3211 pppa ++−= ;    3231212 ppppppa ++= ;    3213 pppa −=                      (4) 

Уравнение (2) используем как сис-
тему сравнения для исследуемой системы 
(1). В отличие от обычного понимания 
системы сравнения как задающей желае-
мое поведение во времени некоторой 
вспомогательной функции фазовых коор-
динат, в нашем случае роль такой вспо-
могательной функции выполняет одна 
координата – боковое отклонение. Имен-
но ее апериодический характер является 
ведущим требованием к замкнутой сис-
теме. Одновременно упрощается поста-
новка задачи, поскольку отпадает необхо-
димость изощренного и плохо формали-
зуемого построения вспомогательной 
функции (например квадратичной фор-
мы). Итак, боковое отклонение у нас яв-
ляется ведущей координатой формально, 
поскольку объединяет объект управления 
и систему сравнения в одну дифференци-
альную систему, и естественно является 
таковой безотносительно к системе срав-
нения, поскольку качество стабилизации 
ЛЗП полностью оценивается быстрым и 

не колебательным поведением отклоне-
ния. 

Схема решения состоит: - в нахож-
дении производных бокового отклонения 
по времени второго и третьего порядка в 
силу уравнений объекта (1); - их подста-
новке в (2); - нахождении выражения для 
управления, т.е. разрешения таким обра-
зом получаемого подстановками уравне-
ния относительно отклонения элеронов. 
При этом уравнение системы сравнения 
(2) обращается в тождество на решениях 
системы уравнений объекта управления 
(1). Этим обеспечивается совместность 
(1) и (2), и удовлетворение (2), ведущее к 
решению задачи. 

Дифференцированием по времени 
второго уравнения системы (1), вычислим 
вторую производную от бокового укло-
нения  

ΨΨ+Ψ= &&&& cossin VVZ           (5)  
 
Повторным дифференцированием 

(5) вычислим третью производную боко-
вого уклонения  

 
ΨΨ+ΨΨ−ΨΨ+Ψ= &&&&&&&&&& cossincos2sin 2 VVVVZ                   (6) 

 
Для выражения (6) из первого уравнения системы (1) вычислим вторую произ-

водную от угла поворота траектории  
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Подставим (7) в (6), подставим Ψ& из (1) в (5), и затем (5) и (6) подставим в (2).  
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В уравнении (8) производную от уг-
ла крена определим в силу (1), обнулим 
производные от путевой скорости, считая 
движение неускоренным (это снижает 

маневренность, но обеспечивает предпо-
читаемую стационарность работы двига-
телей, и упрощает расчет), тогда (8) при-
нимает вид  

ýýkgtg
V
g

δ
γ

γ 2
2

2

cos
cossin Ψ

+Ψ− γtgga Ψ+ cos1 0sin 32 =+Ψ+ ZaVa                 (9) 

найдем выражение для управляющего воздействия – управление элеронов   
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Регулятор (10) обращает систему 

сравнения (2) в тождество на решениях 
системы (1), поэтому боковое отклонение 
удовлетворяет системе сравнения. Регу-
лятор (10) является универсальным, и по 
форме не зависит от маневренных харак-
теристик самолета. При обеспечении апе-
риодичности требование повышения бы-
стродействия реализуется увеличением 
абсолютных значений  собственных чисел 
в характеристическом уравнении (3). При 
этом возрастают перегрузки, крен и рас-
ход элеронов. Возможно применение до-
полнительных ограничителей отклонения 
элеронов и крена. Их действие не приво-

дит к потере устойчивости, поскольку в 
зоне ограничений эквивалентно непре-
рывным переходам на новые экспоненци-
ально затухающие многообразия. Поэто-
му состоятельна постановка задачи о мак-
симальном быстродействии в классе апе-
риодичеких решений, когда поисковыми 
являются собственные числа в характери-
стическом уравнении (3). 

Проведем численное моделирование 
системы (1), замкнутой управлением (10). 
На рис. 1 приведены графики изменения 
во времени бокового отклонения при дей-
ствии регулятора (10) для трех наборов 
собственных чисел уравнения (2). 
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Рис.1.  Графики изменения во времени (сек) бокового отклонения (м)  

для трех наборов значений собственных чисел вспомогательного уравнения:   
1:  P1=-.1;  P2=-.1;  P3=-.1;   2:  P1=-.2;  P2=-.2;  P3=-.2;   3:  P1=-.3;  P2=-.3;  P3=-.3 
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Из рисунка видно, что при удале-
нии собственных чисел (выбранных крат-
ными) от мнимой оси в отрицательную 
сторону графики переходных процессов 
по боковому уклонению показывают ес-
тественное увеличение скорости быстро-
действия замкнутой системы ((1) + (10)). 

Рассмотрим два обобщения изло-
женного способа построения регуляторов. 

Первое обобщение: на рис. 2 схематиче-
ски представлены два интегральных мно-
гообразия двух дифференциальных сис-
тем они касаются, и областью касания яв-
ляется интегральное подмножество общее 
для двух систем (оно показано жирной 
линией).  

 
 

Рис. 2. Касающиеся (пересекающиеся) интегральные многообразия двух дифференциальных 
систем (в общем случае – с разными размерностями фазовых пространств).  

1 – многообразие первой системы;  
2 – многообразие второй системы;  
3 – область касания многообразий 

 
Область касания (пересечения) ин-

тегральных многообразий является инте-
гральным многообразием искомых реше-
ний. Этот случай соответствует заданию 
вспомогательной функции, подчиняю-
щейся системе сравнения, в виде некото-
рой комбинации координат объекта 

управления (первой системы), и коорди-
нат системы сравнения (второй системы). 

Второе представление: на рис. 3 
приведено изображение объединенного 
фазового пространства систем (1) и (2). 
 

 
Рис. 3. Объединенное фазовое пространство объекта управления  

(тонкие сплошные оси фазовых координат)  
и системы сравнения (толстые штриховые оси) имеет общую ось Z. 
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Объект управления изображен фи-
зически, а система сравнения – в виде 
тонкого неровного контура.  

Ось Z является множеством пересе-
чения интегральных многообразий объек-
та управления и системы сравнения. Ре-
гулирующее воздействие ýδ  находится из 
условия обращения вспомогательного 
уравнения системы сравнения в тождест-

во на решениях уравнений объекта управ-
ления.  

Выводы  
В качестве независимой переменной 

может быть выбран пройденный путь. В 
этом случае следует вычислить диффе-
ренцированием  из третьего уравнения 
системы (1) дифференциалы времени че-
рез дифференциалы пройденного пути: 

 
 

Ψ= cosVX&    →     
Ψ

=
cosV
dXdt ; 

ΨΨ−Ψ= &&&& sincos VVX    →     
ΨΨ−Ψ

=
&& sincos

2
2

VV
Xddt ; 

ΨΨ−ΨΨ−ΨΨ−ΨΨ−Ψ= &&&&&&&&&&&& sincossinsincos 2 VVVVVX    →  

ΨΨ−ΨΨ−ΨΨ−Ψ
=

&&&&&&& sincossin2cos 2

3
3

VVVV
Xddt , 

 
 
подставить их в систему сравнения (2), и 
продолжить решение, например с исполь-
зованием принципа максимума Понтря-
гина [3] – в постановке удовлетворения 
требования минимума пройденного пути 
в течение переходного процесса.  
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