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Введение 
В настоящее время для решения 

многих прикладных задач в различных 
областях науки и техники широко ис-
пользуются составные динамические сис-
темы [3, 5]. 

Под составной динамической систе-
мой (СДС) расматриваем совокупность 
объектов (подсистем) с последователь-
ными во времени режимами их работы, 
которая описывается на различных ин-
тервалах времени разными дифференци-
альными уравнениями и некоторыми ко-
нечными связями для стыковки траекто-
рий составных частей. 

Примерами использования на прак-
тике таких составных динамических сис-
тем являются: 

- авиационно-космические системы 
(АКС), которые используются в качестве 
воздушной стартовой платформы для вы-
ведения на околоземную орбиту нано-
спутников [4]; 

- информационные роботы (ИР), 
представляющие собой СДС элементами 
которой являются: базовый беспилотный 
летательный аппарат (БПЛА) (БПЛА-
носитель), группа мобильных, разнород-
ных БПЛА (дроны), оснащенных мульти-
сенсорами и связанных между собой по-
средством единой информационно-
телекоммуникационной сети [2-3]. 

Траектории таких составных систем 
в современной научной литературе полу-
чили название ветвящихся [1], так как они 
состоят из участков совместного движе-
ния составных частей и участков их ин-
дивидуального движения к цели по от-
дельным ветвям траектории.  

Эффективность использования этого 
класса систем зависит от пространствен-
ных координат и моментов времени, в ко-
торые происходят структурные преобра-
зования СДС, а также от управления со-
ставными элементами при их движении 
по ветвям траектории в интервалах вре-
мени между последовательными струк-
турными преобразования. 

Рассмотрение каждого элемента 
данной системы в отдельности вне целой 
системы нарушает системный подход и 
снижает эффективность СДС.  

В данной статье предлагается цельно 
рассматривать систему и кроме того осу-
ществляется оперативный синтез управ-
лений под конкретный сценарий работы 
данной системы, и в этом заключается 
актуальность работы.  

Целью данной статьи является из-
ложение приемов применения метода ди-
намического программирования для раз-
работки условий оптимальности ветвя-
щейся траектории движения составной 
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динамической системы с произвольной 
схемой ветвления. 

Постановка задачи  
Рассмотрим в качестве примера 

движение гипотетической СДС, которая 
состоит из N подсистем.  

В процессе движения подсистемы 
будут отделяться с целью индивидуаль-
ного выполнения задачи.  

Схема траектории движения СДС с 
произвольной схемой ветвления пред-
ставлена на рис. 1. Задача оптимизации 
произвольно разветвляющейся траекто-
рии СДС сводится к решению задачи оп-
тимизации разрывной системы [1] с пере-
менным размером вектора состояния и 
управления.  
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Рис. 1. Схема траектории движения СДС с произвольной схемой ветвления: 
it -моменты времени структурных преобразований СДС; 

стрелки условно показывают направление движение подсистем СДС 
 

Методика преобразования СДС в 
разрывную динамическую системе с из-
меняющимся в моменты структурных 
преобразований размером векторов со-
стояния и управления состоит в следую-
щем [2]: 

1. Исходя из физических соображе-
ний функционирования СДС, вычерчи-
ваться схема ветвящейся траектории, со-
ставляются уравнения движения подсис-
тем вдоль ветвей траектории. 

2. Устанавливается хронологическая 
последовательность моментов времени 
структурных преобразований СДС. 

3. В интервалах времени между 
структурными преобразованиями СДС 
вводятся переменные векторы состояния 

i X  и управления іU (i=
____
1, N ), где N–

количество структурных преобразований 
СДС, состоящие соответственно из векто-
ров состояния и управления динамиче-
ских подсистем, перемещающихся по 
вервям траектории в данном интервале 
времени. 

Метод динамического про-
граммирования для СДС с произ-
вольной схемой ветвления 

Метод динамического программи-
рования позволяет решить эту задачу в 
следующей постановке [6, 7]: 
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где i X , iU – векторы фазового состояния 
и управляющих воздействий, соответст-
вующие i-му интервалу времени между 
структурными преобразованиями СДС, 
размерности 
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ции рассматривается в момент времени 

0i it t t+= = +  или - 0i it t t= = − , т.е. сразу 
справа от it  или сразу слева от it . Анало-
гичный смысл имеет запись 

-
-1[ , ]i it t t  +∈ ( 1, )i N= , т.е. -1[ 0, - 0]i it t t  ∈ + – 

рассматриваемый интеграл времени от 
момента справа  от -1it до момента слева 
от it . 

В интервалах времени -
-1 1it t t+ Ј Ј  на 

систему (5) накладываются непрерывно 
действующие ограничения  

0
( ) ( 0) lim ( )i i it t

U t U t U t
® +

= + = , (6) 

Обозначим через -1( ( ), , )i i i iD X t t t  

( 1, )i N=  множество всех допустимых 
управлений ( )iU ⋅ , определенных на от-

резке -
-1[ , ]i it t+ , удовлетворяющих условиям 

(4), (6) и таких, что траектория системы  
(5) удовлетворяет условиям (2)-(4). По 
определению 0iD ≠ , 1,i N= .  

Кроме того, обозначим через 

0( ), ( ), ,i i iX t U t t t  ( 1, )i N= , 0 Nt t t≤ ≤  один 
из допустимых процессов задачи (1)–(6).  

Допустимый процесс 
- -

0 1 0 -1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ,.., ; ( ),.., ( ); ( ),.., ( );N N N N Nt t X t X t X t X t+ +

1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ( ),..., ( ); ( ),..., ( ))N NX X U U⋅ ⋅ ⋅ ⋅ назовем ре-

шением задачи (1)–(6), т.е. оптимальным 
процессом, если 

0 1 0
-

-1 1 1
-

1

1

0 1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ,..., ; ( ),...
ˆ ˆˆ ˆ..., ( ); ( ),...
ˆ ˆˆ.., ( ); ( ),...
ˆ ˆ ˆ..., ( ); ( ),.., ( ))

inf ...inf inf ...inf .

N

N N

N N

N N

N N

I I t t X t

X t X t

X t X

X U U
 I

B B D D

+

+

=

⋅

⋅ ⋅ ⋅ =

=

 (7) 

Исходя из выражений (7) и на осно-
вании уравнения Беллмана [6, 7], сформу-
лируем необходимые и достаточные ус-
ловия оптимальности допустимого про-
цесса. 

Для оптимальности допустимого 
процесса необходимо и достаточно суще-
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- удовлетворяют соотношению 
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Доказательство. Согласно принципу 
оптимальности Беллмана [6, 7] соотноше-
ние (7) представляется в виде 
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Поиск нижней грани выражения (11) на-
чинается с N-ой внутренней скобки.  
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при граничных условиях 
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Задавая i последовательно, умень-
шая при этом значения i от N-1 до 1, и 
учитывая рекуррентное соотношение 
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получаем, что 1 1 0 0( ( ), )V X t t+  зависит от 

набора - -
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выражение (12), доказываем соотношение 
(11).  
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Таким образом, сформулированные 
необходимые и достаточные условия оп-
тимальности траектории движения со-
ставной динамической системы с произ-
вольной схемой ветвления доказаны.  

Изложению необходимых и доста-
точных условий оптимальности для наи-
более часто встречающихся схем ветвле-
ний траекторий СДС будут посвящены 
последующие исследования.  

Выводы 
Сформулированные необходимые, 

достаточные, необходимые и достаточные 
условия оптимальности ветвящихся тра-
екторий детерминированных составных 
динамических систем описывают набор 
операций и правил их чередования. При-
веденные и доказанные условия следует 
рассматривать в качестве алгоритмов, 
дающих описание общей методики вы-
числений оптимальных ветвящихся тра-
екторий с произвольной схемой ветвле-
ний и позволяющих находить оптималь-
ные траектории и управление составными 
системами, а также проверять на опти-
мальность траектории составных систем, 
полученные другими способами. 
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