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У статті розглядаються різні підходи до рішення задачі векторної оптимізації. Наве
дені результати досліджень можливостей і досвіду застосування різних моделей і ма
тематичних методів рішення оптимальних задач.

Вступ
Сучасний етап розвитку авіаційно- 

космічної техніки характеризується необ
хідністю рішення дослідницької задачи по 
обґрунтованому визначенню технічного 
вигляду (ТВ) авіаційно-космічної системи 
(АКС) з урахуванням ряду факторів і до
сить твердих обмежень. У більшості ви
падків при проектуванні АКС прагнуть 
одержати систему, що володіє багатьма 
оптимальними характеристиками, а не 
який-небудь однієї з них. Отже, оптиміза- 
ція АКС виконується як багатокритеріа- 
льна (векторна) [1,3].

Для задач оптимізації фундамента
льними є поняття математичної моделі 
об'єкта і ті дані, якими дослідник оперує 
для побудови моделі. Спектр широкий -  
від повного знання до повної невизначе
ності. Між цими інформаційними полю
сами знаходиться імовірнісний рівень не
визначеності. Наявність достатньої інфо
рмації про механізми фізичних, хімічних, 
інформаційних, економічних і інших про
цесів, що відбуваються в об'єкті, дозволяє 
скласти детерміновану модель у вигляді 
диференціальних, алгебраїчних і інших 
рівнянь. Аналітичне дослідження щодо 
простих детермінованих математичних 
моделей є предметом класичної теорії оп
тимізації. При невідомому ж механізмі 
процесів, що протікають в об'єкті, для 
складання математичної моделі й оптимі- 
зації застосовуються експериментальні чи 
експериментально-статистичні методи.

В даний час відома велика кількість 
методів і підходів для рішення задач бага- 
токритеріальної оптимізації. Це поясню
ється широким застосуванням їх до різ

них класів задач. При цьому, потрібно їх
ня оцінка й відбір найбільш підходящих 
для рішення тих або інших класів задач. 
Вибір методу в значній мірі визначається 
постановкою оптимальної задачі й мате
матичною моделлю об'єкта оптимізації.

Постановка задачі векторної оптимі
зації в спрощеному виді полягає в насту
пному: поведінка системи характеризу
ється н-мірним вектором х~{хі,...,хп}, 
хєХ сЕ '1 (аргументи оптимізації) і оціню
ється С-мірним вектором-функцією у(х)= 
{уі(х),...,>Цх}} (критерії якості), компоне
нти якої являють собою задані дійсні фу
нкції змінної X.

Потрібно визначити крапку х°єХ, 
яка оптимізує в деякому змісті значення 
функцій уі(х),...,ук(х).

Аналіз методів рішення задачі 
векторної оптимізації

Серед класичних методів рішення 
задач векторної оптимізації можна виді
лити такі: метод головного критерію; ме
тоди звуження множини всіх рішень до 
множини ефективних рішень; метод ви
значення рішення, заснованого на тім або 
іншому виді компромісу; метод послідов
них відступок; методи рішення лексико
графічних задач, та інші.

Метод головного критерію (оптимі
зації ієрархічної послідовності критеріїв 
якості) заснований на введенні порядку 
переваги тих або інших критеріїв, або 
впорядкування скалярних критеріїв.

Після встановлення такого порядку, 
допустимо Уі (х),У2 (х),...,уіс(х), рішення
х°еХ  визначається як задовольняючим 
співвідношенням:



ж
yi(xD)=m inу\(х), х є Х 0 е  X,

- У2(х°у- min у2(х), х е Х і с  Х(), 
Уз(х°)= min уз(х), х е Х 2 с  Х ь

ук(х°)=min ук(х), хєХ кЛ с  Хк.2,
Тут множини ХіОХі-і (і=1,2,...,к-1) 

визначені як Z, = {х: уі(х)= min уг(х), 
х є X j^ i}.

Застосування методу вимагає виді
лення одного, найважливішого критерію 
й встановлення граничних значень для 
інших критеріїв, що можливо далеко не 
завжди. Головний критерій установлю
ється на основі інженерних розрахунків, а 
інші оголошуються ієрархічно підлеглими 
йому. Застосування методу малоефектив
не для рішення більшості практичних за
дач, тому що все зводиться до оптимізації 
лише по першому головному критерію.

У методах звуження множини 
всіх рішень до множини рішень, що не 
поліпшуються (ефективних) на основі до
даткової інформації про відносну важли
вість критеріїв вибирається єдиний оста
точний варіант. Крапка х°єХ  називається 
крапкою, що не поліпшується в X  віднос
но у(х), якщо серед всіх х е Х  не існує такої 
крапки x*, що має місце уг(х*) < уі(х°), 
і=1,...,к, причому хоча б одне з нерівнос
тей -  строге.

Вивчення деяких властивостей 
множини крапок, що не поліпшуються, 
при рішенні задач векторної оптимізації з 
к критеріями якості показує, що проблема 
зводиться до мінімізації лінійної форми 
компонентів вектора у(х) з постійними 
ваговими коефіцієнтами, тобто до мінімі
зації вираження ул=1ЛіУі(х), і=1,...к  у 
якому Х(>0, і=1,...к, 2 Д = 1, і=1,...к.

Ухвалення рішення здійснюється на 
основі порівняння множини альтернатив 
із застосуванням людино-машинних про
цедур. Процес пред'явлення додаткової 
інформації особі, що приймає рішення 
(ОПР), і облік машиною отриманої від 
ОПР цей інформації повторюються цик
лічно до ухвалення остаточного рішення. 
Цей метод одержав назву методу Парето 
оптимальних рішень й є досить розпо
всюдженим методом багатокритеріальної 
оптимізації.

Метод послідовних відступок доці
льно застосовувати, коли всі частні крите
рії впорядковані по ступені важливості, 
причому кожен критерій настільки суттєве 
більше важливий, чим наступний, що мо
жна обмежитися обліком тільки по парно
му зв'язку критеріїв і вибирати величину 
припустимого зниження чергового крите
рію з урахуванням поводження лише од
ного наступного критерію.

Методи рішення лексикографічних 
задач вимагають строге впорядкування 
всіх критеріїв по важливості. Для одер
жання ефективних рішень використовують 
лексикографічне відношення переваги, 
відмінне від відношення Парето. Вимога 
строгої впорядкованості критеріїв по важ
ливості є досить сильним обмеженням за
стосовності лексикографічних методів.

Найбільш доцільне дослідження 
складних технічних систем, при якій ра
ціонально сполучаються універсальність 
аналітичного розрахунку з вірогідністю 
експерименту. Такий підхід відбитий у 
теоретико-експериментальному методі, 
що поєднує теоретичні й експеримента
льні процедури.

Перш ніж приступити до рішення 
задачі багатокритеріальної оптимізації 
необхідно з'ясувати:

®чи має задача оптимізації (мінімі
зації) рішення, тобто чи досягає критеріа- 
льна функція своєї нижньої грані?

• чи є знайдений локальний мінімум 
єдиним, а якщо ні, те чи збігається він із 
глобальним мінімумом критеріальної 
функції?

»яким образом знайти мінімум кри
теріальної функції, тобто як побудувати 
збіжний ефективний алгоритм знаходжен
ня хоча б одного локального мінімуму?

Перші дві проблеми -  існування й 
одиничність знімаються в тому випадку, 
коли критеріальна функція ставиться до 
класу опуклих функцій (зокрема, до класу 
поліномів другого ступеня) [2,4]. Тому 
пропонується використання квадратичної 
апроксимації критеріальної функції, щоб 
вивести ці дві проблеми за межі дослід
ження.
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При рішенні третьої проблеми 
центральне місце займає задача створен
ня, по можливості, універсального висо
коефективного збіжного алгоритму зна
ходження екстремумів чисельних крите- 
ріальних функцій.

Локальний та нелокальный 
методи рішення векторної опти
мізації

В даний час в обчислювальній ма
тематиці переважно використовуються 
різні версії градієнтних методів [5]. Суть 
цих методів полягає в заміні складної за
дачі оптимізації послідовністю простих 
локальних задач, що не вимагають апріо
рних даних про характер цільової функції. 
Спочатку в невеликій області деякої по
чаткової точки простору аргументів ста
виться серія експериментів. Отримані да
ні використовуються для представлення 
локальної моделі цільової функції в око
лицях стартової точки поліномом першо
го ступеня. Організується рух з деяким 
кроком по поверхні цільової функції в на
прямку градієнта лінійного наближення 
до досягнення умовного екстремуму. В 
отриманій точці робиться нове лінійне 
наближення і так продовжується доти, 
поки поточна точка не попадає в ту малу 
область простору аргументів, де знахо
диться шуканий екстремум.

Градієнтні методи спираються на 
локальні (в околицях поточної точки) мо
делі цільової функції і тому недостатньо 
ефективні. Застосування локальних влас
тивостей змушує часто змінювати напря
мок пошуку, що і приводить у підсумку 
до неефективної обчислювальної проце
дури [5]. Для більшості градієнтних мето
дів характерна необхідність евристичного 
завдання початкової точки і кроку пошу
ку, що вносить у процедуру оптимізації 
елементи суб'єктивності й істотно впли
ває на ефективність.

Нелокальний підхід передбачає ап
роксимацію цільової функції деякою мо
деллю не в околицях якоїсь точки, а у всій 
області визначення. Чим краще нелокаль
на модель описує цільову функцію, тим 
ближче розрахунковий екстремум до іс
тинного. Але у відомих модифікаціях не-

локальні апроксимаційні методи великої 
практичної значимості не мають, тому що 
критерії якості алгоритмів оптимізації й 
апроксимації істотно розрізняються [6]. 
Дійсно, у задачі апроксимації наближення 
повинне бути рівномірно "гарним" на всій 
заданій множині аргументів, а в задачі 
оптимізації -  тільки в околицях точки 
шуканого екстремуму. Доцільно врахува
ти особливості розглянутих напрямків і 
розробити ефективний метод оптимізації, 
вільний від зазначених недоліків.

Розглянемо задачу оптимізації у на
ступному вигляді. Нехай задана деяка 
компактна підмножина X  (множина аргу
ментів оптимізації) кінечномірного евклі- 
дового простору Еп, де п > 1, що склада
ється з елементів х{х; }”=1, на якому визна
чена обмежена знизу цільова функція/(х), 
що належить деякому класу функцій: fix) 
є  ф. Потрібно, використовуючи кінцеве 
число обчислень функції fix), оцінити ве
личину

/*(*) = / ( / ) =  in f/(х ) (1)
хвХ

і знайти точку х* е X, у якій ця оцінка ре
алізується. Серед задач оптимізації є такі, 
про які заздалегідь відомо, що

inf /(х}= min f  ix)
хеХ хеХ J

тобто в області визначення X  є єдиний мі
німум функції fix). Якщо, користуючись 
цією інформацією, визначити ф як клас 
неперервних в області екстремуму одно- 
екстремальних (унімодальних) на X  фун
кцій fix), а також акцентувати увагу на 
ефективності обчислювального процесу, 
то задача (1) може бути сформульована 
так: використовуючи чим найменше чис
ло обчислень функції fix), знайти

х* = arg min/(х ) (2)
хеХ

З огляду на те, що визначення х 
може бути виконано лише приблизно, мо
ва йде про відшукання якої-небудь точки 
з множини

Х £ ={хє X  :р(х,х*)<в}, Х£ с І ,  
де р -  деяка метрика на X, є -  припустима 
похибка по аргументу. Розглянута поста
новка є досить загальною^ Задача максимі - 
зації виходить з (1) чи (2) заміною /на -/.
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Звернемося до потенційно більш 
ефективного нелокальнош підходу і по
стараємося звільнитися від властивих йо
му недоліків. Апроксимуємо функцію/(х) 
на множині аргументів X  деякою набли
женою функцією Fix,а), відомою з точні
стю до вектора констант (коефіцієн
тів a{cij }"!=і) . Вигляд функції Fix, а) визна

чається тією інформацією, якою володіє 
дослідник про механізми процесів чи явищ 
в об'єкті який оптимізується. Такі дані мо
жуть значно поліпшити якість апроксима
ції. В ідеалі функція Fix, а) настільки добре 
описує цільову функцію/(х), що їх екстре
муми збігаються. На практиці так не буває, 
тому вирішити задачу оптимізації «за один 
раз», як правило, не можна.

Але необхідно мати на увазі, що при 
виборі Fix, а) функція повинна бути до
сить простою, щоб процеси апроксимації 
й обчислення оцінок аргументів мінімуму 
не виявилося надмірно громіздким. З ін
шого боку, анроксимуюча залежність по
винна володіти достатніми прогностич
ними властивостями, щоб швидкість збі
жності обчислювального процесу була 
задовільною. У більшості практичних ви
падків ці вимоги виконуються в класі ап- 
роксимуючих поліномів другого порядку:

п п п-1 п

F[x,a) =  a0 + 2> і* і +2>;хі + Z T a ijx i x j  >
і=1 j= l 8=1 jN'+l

_(3)
де a0,ai,aj ,aij-  коефіцієнти. Для спро
щення обчислювальних процедур можли
ві різні усікання функції (3). У той же час 
не виключено, що дуже складні цільові 
функції можуть бути визначені з застосу
ванням набагато більших апроксимацій- 
них залежностей.

Побудова наближених функцій мо
же бути виконана як методами інтерполя
ції, так і апроксимацією по методу най
менших квадратів. Чому ж обрано спосіб 
апроксимації? Інтерполяційні формули 
передбачають точний збіг наближеної і 
цільової функцій в опорних точках (вуз
лах інтерполяції), кількість ЯКИХ, ЯК І КІ
ЛЬКІСТЬ невідомих констант а, дорівнює 
т. Коефіцієнти а визначаються рішенням 
визначеної системи рівнянь

F (x W,a )=  f { x {'k)\k  є [і ,т] ,

де х «  -  вузли інтерполяції.
Метод найменших квадратів перед

бачає N  опорних точок (вузлів апрокси
мації), причому число N  може бути біль
шим, меншим чи дорівнювати кількості 
констант т. Невідомі коефіцієнти набли
женої функції визначаються з умови

E (a)= Y ,[f{x^)-F (x^u\ a f  = min
u=l 0

Використовуючи необхідну умову 
мінімуму функції, одержуємо систему но
рмальних рівнянь

dE(a)/da.j — 0, j  є [і,т]
рішення якої дає невідомі коефіцієнти ап- 
роксимуючої функції. Таким чином, ме
тод найменших квадратів може розгляда
тися як більш універсальний, у деякому 
розумінні, спосіб рішення який пропонує 
додаткові можливості для підвищення 
ефективності обчислювального процесу, 
чим метод інтерполяції, хоча метод інтер
поляції має перевагу простоти.

Пропонується декомпозиція склад
ної задачі оптимізації ітераційною послі
довністю більш простих нелокальних за
дач, причому кожна наступна обчислю
ється в меншій області визначення аргу
ментів, чим попередня. Так зменшується 
протиріччя між критеріями якості алгори
тмів апроксимації й оптимізації і викори
стовуються переваги нелокальнош підхо
ду. До нелокальної моделі F(x,a) пред’яв
ляються вимоги унімодальності у відкри
тій області аргументів хє Еп і диферен
ційованості по цих аргументах. Апрокси- 
маційній моделі Fix, а) надається власти
вість адаптації за рахунок вибору коефіці
єнтів а на кожній ітерації в області визна
чення аргументів меншої чим на попере
дній ітерації. Основна ідея побудови ал
горитму. полягає в наступному. На першій 
ітерації здійснюється апроксимація функ
ції f(x) нелокальною моделлю F(x,ä) на 
усій заданій множині аргументів X  У цій 
області виконаємо N  обчислень функції 
fix)  у різних точках (вузлах апроксимації), 
що складають систему базисних точок 

. По отриманим' даним обчислимо за-
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даний набір коефіцієнтів а^  що дозволяє 
перейти від моделі F(x,a) до вираження 
F(x). Далі, спираючись на вимогу унімо- 
дальності наближеної моделі, у відкритій 
області, скористаємося необхідною умо
вою мінімуму функції

dF ̂  (х)/Зх(. =0, і є [і, п\ (4)
і знайдемо першу оцінку х ^  шуканої су
купності аргументів як рішення системи 
рівнянь (4). Дискретна система S ^  бази
сних точок є гомеоморфним відображен
ням заданої неперервної області X. Отри
мана нова точка х^-1 вводиться в систему 
базисних точок замість відкинутої старої 
(звичайно в ній /(х) максимальна). Далі 
розрахунок повторюється для отриманої в 
такий спосіб нової системи базисних то
чок По властивості гомеоморфізму

Х (м)< Х (і\  і = (5)
у тому розумінні, що гіперобсяг, зайнятий 
компактною підмножиною в прос
торі Еп, менше, ніж гіперобсяг, що відпо
відає підмножині X і (зазначені підмно- 
жини не обов'язково вкладені). Так як в 
меншій області функція Fix,а) точніше 
описує функцію /(х), то вираженню (5) 
відповідає послідовність нелокальних мо
делей з уточнюючими коефіцієнтами 
а '° \а^ \а^ІІ\.... Звідси, згідно (4), випли
ває послідовність х ^ \х^П\х ^ ш\..., оцінок, 
які у принципі, сходяться до точки х* іс
тинного мінімуму функції/(х).

По суті, метод заснований на ітера- 
ційній побудові «пливучої» разом із сис
темою базисних точок S®, яка уточню
ється за результатами експерименту нело- 
кальної F(x,a(‘)) моделі, причому сукуп
ність опорних точок стискується і стягу
ється до точки шуканого екстремуму. Та
ким чином, на кожній ітерації одночасно і 
взаємозалежно здійснюється, як уточнен
ня наших представлень про цільову фун
кцію в області екстремуму, так і визна
чення такої оцінки аргументів екстрему
му, яка адекватна рівню цих представлень 
на даній ітерації.

Ефективність нелокального підходу 
роз’яснюється властивостями ітераційно-

го уточнення нелокальних апроксимацій- 
них моделей цільової функції в міру стис
ку областей аргументів, що стягаються до 
шуканої точки екстремуму. Крім того 
відмінністю цього методу є те, що він не 
вимагає суб'єктивного завдання ні почат
кової точки пошуку, ні яких би то не було 
пошукових кроків, але і не виключає мо
жливості включити до складу заданої сис
теми базисних точок ^  тієї точки, яка по 
тим чи іншим розумінням здається перс
пективною.

Висновки
Центральне місце при проектуванні 

складної системи займає рішення задачі 
багатокритеріальної оптимізації її харак
теристик. Задача включає вибір матема
тичного методу, що приводив би до кін
цевих результатів з найменшими витра
тами на обчислення з максимально мож
ливою кількістю інформації про цільову 
функцію й побудови універсального ви
сокоефективного збіжного алгоритму 
знаходження екстремумів чисельних фун
кцій. Вибір методу в значній мірі визна
чається постановкою конкретної оптима
льної задачі й використовуваною матема
тичною моделлю об’єкта оптимізації.
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