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В результаті потрібно отримати пе-
релік тих польотів, які можливо виконати 
при поточних умовах, і для кожного 
польоту список режимів, в яких необхідно 
випробувати даний літак. 

Виходячи з вищесказаного ми мо-
жемо описати задачу наступним чином. 
План льотних випробувань буде предста-
влений множиною змінних вигляду: 

}1,0{∈ijx ; ni ,1= , iJj∈  
Якщо в результаті вирішення задачі 

виявляється, що деяка змінна 1=′′jix , це 

значить, що j′ -тий режим має бути реа-
лізований в процесі i′ -го польоту. 

В якості цільової функції викорис-
товується математичний вираз, що відо-
бражає намір реалізувати всі необхідні 
режими льотних випробувань за мініма-
льну кількість польотів. 
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Як бачимо, задача перетворилась в 
оптимізаційну, з цільовою функцією, що 
наведена вище. 

Для ефективного вирішення постав-
леної задачі доцільно буде розглянути іс-
нуючі методи вирішення наведеної опти-
мізаційної задачі. 

Методи, засновані на переборі 
варіантів 

Так як для нашої задачі множина 
можливих варіантів рішення є скінченна, 
ми можемо вирішити цю задачу шляхом 
повного перебору всіх варіантів [1]. При 
цьому ми обов’язково маємо знайти всі 
варіанти розподілення режимів випробу-
вань, а вже потім обрати з них той, який 
буде максимально задовольняти нашим 
вимогам. На цьому твердженні базується 
застосування методів повного перебору 
варіантів. Ці методи застосовуються у ви-
падках, коли задача містить малу кіль-
кість вхідних параметрів. Недоліком цих 
методів є те, що кількість варіантів пря-
мопрорційна кількості вхідних даних, та 
дорівнює кількості перестановок: 

!nPn =  

Через описаний вище недолік засто-
сування цих методів для даної задачі не є 
можливим. 

Методи неявного перебору 
У методах неявного перебору ро-

биться спроба так організувати пошук рі-
шення, щоб, використовуючи властивості 
розглянутої задачі, відкинути частину до-
пустимих рішень. Найбільшого поширен-
ня серед схем неявного перебору отримав 
метод гілок і границь, в основі якого ле-
жить ідея послідовного розбиття множи-
ни допустимих рішень [1-3]. На кожному 
кроці методу елементи розбиття (підмно-
жини) піддаються аналізу – чи містить ця 
підмножина оптимальне рішення чи ні. 
Якщо розглядається задача на мінімум, то 
перевірка здійснюється шляхом порів-
няння нижньої оцінки значення цільової 
функції на даній підмножині з верхньої 
оцінкою функціоналу. В якості оцінки 
зверху використовується значення цільо-
вої функції на деякому допустимому рі-
шенні. Допустиме рішення, що дає най-
меншу верхню оцінку, називають рекор-
дом. Якщо оцінка знизу цільової функції 
на даній підмножині не менша за оцінку 
зверху, то підмножина, що розглядається, 
не містить рішення краще за рекорд і мо-
же бути відкинуто. Якщо значення цільо-
вої функції на черговому рішенні менше 
рекордного, то відбувається зміна рекор-
ду. Вважатимемо, що підмножину рішень 
переглянуто, якщо встановлено, що вона 
не містить рішення краще за рекорд. 

Якщо переглянуті всі елементи роз-
биття, алгоритм завершує роботу, а пото-
чний рекорд є оптимальним рішенням. В 
іншому випадку серед не переглянутих 
елементів розбиття вибирається множина, 
що є в певному сенсі перспективною. Во-
на піддається розбиттю (розгалуженню). 
Нові підмножини аналізуються по описа-
ній вище схемі. Процес триває до тих пір, 
поки не будуть всі елементи розбиття не 
будуть переглянуті. 

Формально описати метод гілок та 
границь можна наступним чином. Нехай 
розглядається задача виду: 

Dxxf ∈→ min,)(  
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де )(xf  – дійсна функція, а D  – кінцева 
множина допустимих рішень. Нехай 

Dd ⊆ . Функцію )(db , яка ставить у від-
повідність множині d  розбиття його на 
підмножини 1,,...,1 >Ndd N , будемо нази-
вати гілками. 

Дійсна функція )(dH  називається 
нижньою межею для d , якщо 

1) dxxfdH ∈≤ );(min)(  
2) на одноелементні множині }{x ві-

рна рівність )(})({ xfxH = . 
Алгоритм, який реалізує метод гілок 

і границь, складається з послідовності од-
нотипних кроків. На кожному кроці відо-
мий рекорд 0x  і підмножини Lttt ,..., 21  не 
переглянутих рішень. На початку роботи 
алгоритму 1=L , 0

1 , xDt =  – довільний 
елемент множини D  або порожня мно-
жина (на порожній множині покладемо 
значення функціоналу рівним нескінчен-
ності). 

На кожному кроці алгоритм починає 
роботу з перевірки елементів розбиття. 
Нехай перевіряється множина jt . Мно-
жина jt  відсікається в одному з двох ви-
падків, що перевіряються послідовно: 

а) якщо )()( 0xftH j ≥ ; 
б) якщо )()( 0xftH j ≤  і знайдений 

такий елемент jj ty ∈ , що 
)(),(min)( jjj tHtxxfyf =∈= . 

У випадку б) відбувається зміна ре-
корду jyx =0 . 

Нехай )(,...,, 21 LMttt M ≤  – множини, 
що не були відсічені (будемо вважати, що 
відсічені множини з номерами 

LM ,...,1+ ). 
У разі 0=M  алгоритм закінчує ро-

боту, і в якості рішення задачі приймаєть-
ся рекорд 0x . При 1≥M  серед множин 

Mtt ,...,1  обирається множина для нового 
розгалуження. Нехай такою є множина 1t . 
Тоді здійснюється розгалуження 

),...,()( 11 Nddtb = , в результаті якого отри-
муємо список множин MN ttdd ,...,,,..., 21 . 

Ці множини нумеруються числами від 1 
до L , і починається новий крок алгорит-
му. 

Неважко переконатися в тому, що 
описаний алгоритм знаходить оптимальне 
рішення за скінченне число кроків. 

Описана послідовність дій є спіль-
ною схемою методу гілок і границь для 
вирішення завдань на мінімум. При вирі-
шенні конкретної задачі слід вказати спо-
соби побудови нижньої і верхньої оцінок, 
метод розгалуження, а також правило ви-
бору перспективної множини для розбит-
тя. 

При визначенні «перспективного» 
елемента розбиття в основному застосо-
вуються дві схеми: одночасного (багато-
стороннього) і одностороннього розгалу-
ження. При одночасному розгалуженні 
функція b  може бути застосована до 
будь-якого елементу розбиття. Часто в 
якості такого елемента вибирається під-
множина kt  з мінімальною нижньою ме-
жею 

1min),()( ≤≤= iLtHtH ik  . 
При односторонньому розгалуженні 

номер підмножин, що розбивається, відо-
мий заздалегідь. У цьому випадку, не об-
межуючи спільності, можна вважати, що 
«перспективною» є підмножина 1t . Від-
значимо, що при односторонній схемі 
розгалуження немає необхідності запам'я-
товувати всі елементи розбиття, досить 
мати інформацію про перший елемент 
розбиття та об’єднання інших елементів. 

Розбиття множин рішень (розгалу-
ження) зручно представляти у вигляді де-
рева рішень. Кожна вершина дерева від-
повідає деякій підмножині рішень. Дуги, 
які виходять із вершини, означають, що 
на певному етапі цю підмножину відсікти 
не вдалося і вона була розбита на під-
множини. Вершини, в які входять ці дуги, 
відповідають підмножини, що були отри-
мані в результаті розгалуження. «Висячі» 
вершини означають відсічені підмножи-
ни.  

У схемі одностороннього розгалу-
ження вибирається перша  вершина на 
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нижньому рівні, а для схеми одночасного 
розгалуження такою вершиною може бу-
ти будь-яка. Алгоритм закінчує роботу, 
якщо закреслені всі «висячі» вершини де-
рева розгалужень. 

Графічне представлення методу гі-
лок і меж ілюструє його суть – відсікання 
гілок дерева пошуку, яке здійснюється на 
основані на  порівнянні нижньої межі і 
значення функціоналу до рекорду. Це по-
яснює назву методу. 

При використанні описаної вище 
схеми для вирішення конкретного за-
вдання необхідно її уточнення, що врахо-
вує особливості завдання, що розгляда-
ється. 

Головний недоліком методу гілок та 
границь полягає в необхідності повністю 
вирішувати задачі лінійного програму-
вання, що асоційовані з кожною верши-
ною багатогранника допустимих рішень. 
Для задач великої розмірності це потре-
бує значних витрат часу. 

Через описаний вище недолік вико-
ристання даного методу не є виправданим 
для представленої задачі. Натомість було 
запропоновано метод вирішення конкрет-
ної задачі, що базується на спрямованому 
переборі варіантів. 

Метод спрямованого перебо-
ру варіантів 

Задача може бути вирішена непря-
мим шляхом за рахунок максимальної 
концентрації режимів в кожному польоті 
з урахуванням накладених обмежень[2]. 

На першому етапі формування пла-
ну льотних випробувань потрібно визна-
чити підмножини режимів, які не мають 
попередніх режимів і, отже, потенційно 
можуть бути реалізовані при першому 
польоті (перше наближення).  

})(:{1
1 ∅=′∈′= jJJjJ П  

Після цього потрібно виконати ви-
ділення серед них підмножини режимів, 
для яких виконуються умови їх практич-
ної реалізації (друге наближення).  

})1(&)1(&)(:{ 1
1

2
1 ==≤∈= jjij prTJjJ τ  

Ці умови можуть залежати від бага-
тьох факторів: справність вузлів літака, 
наявність необхідного обладнання, пого-
дні умови, тощо. Наступним етапом від-
бувається перевірка наявності в складі 
даного підмножини несумісних режимів. 
Цей етап складається з формування мно-
жини номерів режимів, що входять до 
складу підмножини і несумісних з інши-
ми режимами з цієї підмножини  

U
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та перевірки умови сумісності: 
∅=I 2

1
2

1
HJJ  

Якщо ця умова виконується, це 
означає, що серед режимів з підмножини 
несумісних немає. У цьому випадку здій-
снюється перехід до пункту фіксації під-
множини режимів, що можуть бути вико-
нані у першому польоті. В іншому випад-
ку відбувається перехід до виключення з 
множини несумісних режимів. Для цього 
серед режимів вибирається режим, несу-

місний з найбільшою кількістю інших 
режимів.  

};)({max)( 2
1
HHH JjjJjJ ∈=′  

Обраний режим виключається зі 
складу множини, після чого здійснюється 
повторна перевірка сумісності режимів, 
наявних в даній множині. Таким чином 
відбувається максимізація кількості ре-
жимів, що реалізується в одному польоті. 
Виключення несумісних режимів відбува-
ється до тих пір, поки не почне виконува-
тись умова сумісності режимів. Потім 
відбувається фіксація підмножини режи-
мів, які можуть бути реалізовані в пер-
шому польоті. 

}{\2
1

3
1 jJJ ′=  

Після чого потрібно визначити, на-
скільки щільно заповнений перший політ 
режимами випробування. 

1
3
1

T
Jj

j ≤∑
∈

τ  

Тут можливі два варіанти. В першо-
му випадку, множина режимів може бути 
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виконана за перший політ. У цьому випа-
дку ми повинні перевірити, чи можливо 
додати до поточної множини режимів ін-
ші, що слідують за вже обраними. Для 
цього потрібно визначити залишок ресур-
су льотного часу першого польоту та 
сформувати нову множину режимів, що 
не містить вже обраних режимів. 

3
1\: JJJ =  

3
1\)(:)( JjJjJ ПП ′=′  
3
1\)(:)( JjJjJ CC ′=′  

3
1\)(:)( JjJjJ HH ′=′  

Після цього формується нова під-
множина за тими самими правилами, що і 
попередня, але вже виходячи з нового ре-
сурсу часу та наявних режимів.  

∑
∈
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У другому випадку множина режи-
мів не може бути виконана, оскільки пе-
ревищує ліміт часу поточного польоту. У 
цьому випадку виникає завдання вида-
лення режимів з поточної множини. Для 
цього потрібно впорядкувати режими, що 
входять в поточну множину у напрямку 
незростання часу на виконання. З цієї по-
слідовності вибираються найбільші еле-
менти, сума яких на перевищує величину 
тривалості часу польоту. Номери цих 
елементів визначають склад множини ре-
жимів, які будуть реалізовані при першо-
му польоті (четверте і останнє наближен-
ня). Далі номери режимів, що були оста-
точно прийняті до реалізації в першому 
польоті, виключаються зі складу множи-
ни всіх наявних режимів. Далі перевіря-
ється умова закінчення обчислення: 

∅=J  
Якщо ця умова не виконується, то 

описана процедура повторюється, почи-
наючи з початку. Процедура повторюєть-
ся до тих пір, поки не будуть розподілені 
усі режими. 

Висновок 
В статті було сформульовано задачу 

побудови плану випробувань складних 
систем, що містить мінімальну кількість 

випробувань при достатній якості отри-
маних результатів. Було проаналізовано 
існуючі методи вирішення цієї задачі та 
розглянуто особливості їх застосування 
при вирішенні задачі планування льотних 
випробувань. 

Запропонований метод може бути 
використаний в комп’ютерних системах, 
які використовуються для вирішення за-
дач планування процесів, що мають вели-
ку кількість обмежень. Прикладами таких 
систем можуть бути системи складання 
графіків льотних випробувань, переве-
зень, а також системи, що складають пла-
ни наукових експериментів. 

Подальше дослідження передбачає 
розробку моделі, що дозволить мінімізу-
вати кількість режимів, яку потрібно ви-
лучити підчас формування підмножини 
варіантів для конкретного випробування, 
а також розробка алгоритму вибору ре-
жимів, що потрібно перенести на інше 
випробування. 
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