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ких систем, багатокаскадні системи, сис-
теми зі змінними параметрами, телефонні 
системи, системи з різнотипними заявка-
ми, транспортні системи і т.д. Відмітимо 
також білоруську школу О.М.Дудіна та 
В.І.Кліменок, зокрема їх теоретичні ре-
зультати з додатком до задач моделюван-
ня функціонування комп’ютерних систем 
та мереж.   

Опис системи та мета 
статті  

СМО з поверненням заявок являє 
собою систему обслуговування з заданим 
вхідним потоком і )1( ≥ss  ідентичними 
незалежними каналами обслуговування; 
час обслуговування для всіх каналів ви-
падковий з функцією розподілу )(xB . В 
системі існує m  місць чекання. При на-
явності вільних каналів обслуговування 
заявка, що надійшла, починає обслугову-
ватися негайно, у противному випадку 
при наявності вільних місць чекання за-
явка негайно відправляється туди. З дру-
гого боку, якщо при надходженні заявки в 
системі всі канали обслуговування і всі 
місця чекання зайняті, то заявка назавжди 
покидає систему з імовірністю 01 H−   
або з імовірністю 0H  покидає систему на 
випадковий період часу, щоб знову зро-
бити спробу обслужитися. 

Про ті заявки, що повертаються в 
систему і роблять спробу знову обслужи-
тися, говорять, що вони знаходилися на 
орбіті. Місткість орбіти O  може бути 
скінченна або нескінченна. У випадку, 
коли O  скінченна і заповнена, заявка, що 
туди була відправлена, назавжди покидає 
систему. Припускається, що заявка, що 
знаходиться на орбіті, з імовірністю 

)( tot ∆+∆θ  буде робити спробу знову 
потрапити в систему в інтервалі часу 

),( ttt ∆+ , формуючи незалежний потік 
заявок з параметром θ . При поверненні в 
систему будь-яка заявка оброблюється 
системою як така, що вперше надійшла. 
Якщо є вільні канали або місця чекання, 
вона обслуговується негайно або приєд-
нується до черги заявок, що чекають об-

слуговування. Якщо ж всі канали обслу-
говування і всі місця чекання зайняті, во-
на залишає систему назавжди з імовірніс-
тю kH−1  (якщо це k -е незалежне пове-
рнення) або відправляється на орбіту 
(якщо вона не заповнена) з імовірністю 

kH .  
В даній статті розглядається за-

мкнена одноканальна система обслугову-
вання, що  обслуговує  заявки від n  або-
нентів  (тобто система має n джерел нава-
нтаження). Час обслуговування абонента 
– експоненціально розподілена випадкова 
величина з параметром µ . Кожний або-
нент, що одержав обслуговування, поси-
лає нову заявку через час T . Якщо в мо-
мент надходження заявки канал зайнятий 
обслуговуванням заявки іншого абонента, 
то ця заявка повторюється через той же 
проміжок часу T . Таким чином за класи-
фікацією Кендалла [6] розглядається сис-
тема nMD /0/1//  з поверненням за-
явок. Завдання полягає у визначенні про-
дуктивності каналу обслуговування (се-
реднього числа γ  заявок, що обслугову-
ються за одиницю часу) та інших показ-
ників функціонування системи. 

Марковський процес та пока-
зники функціонування системи 

Побудуємо марковський   процес,   
що   описує процес обслуговування за-
явок в системі. Будемо використовувати 
метод кусочно-лінійних марковських 
процесів [6]. Введемо дискретну змінну 

)(tυ , що дорівнює  одиниці, якщо в да-
ний момент t  деяка заявка обслуговуєть-
ся, і дорівнює нулю в іншому випадку. 
Введемо також додаткові змінні )(tiξ  – 
тривалості часу до надходження чергових 
заявок абонентів, не беручи до уваги ту 
заявку, що, можливо, у даний момент об-
слуговується. У результаті одержимо ба-
гатовимірний марковський процес зі ста-
нами ))(...,),(;1( 11 tt n−ξξ  і 

))(...,),(;0( 1 tt nξξ , де першою компо-
нентою вектора стану є значення змінної 

)(tυ . Нумерацію додаткових компонент 
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Прямою підстановкою можна пере-

конатися в тім, що системі (1-5) задово-
льняє наступний розв’язок: 
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де Txi <<0  для всіх i . Інтегруванням 
по ,.., 21 xx  одержуємо ергодичні ймовір-
ності укрупнених станів: 
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Визначимо продуктивність каналу 
обслуговування. Середнє число γ  заявок, 
що обслуговуються каналом в одиницю 
часу, можна знайти з наступного ергоди-
чного співвідношення. Протягом досить 
тривалого часу s  канал зайнятий  час 

Tn
ns

µ+
; обслуговування однієї заявки 

визначається в середньому час µ1 . Та-
ким чином, 
 

µµ
γ

1~
Tn

nss
+

 , 

 
Звідки 
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Отриманий результат має наступний 
імовірнісний сенс. Представимо вираз (6) 
в іншому вигляді: 
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На основі теорії потоків однорідних 

подій [7] величина γ1  (тобто зворотна 
величина до інтенсивності потоку обслу-
жених заявок)  дорівнює середній довжи-
ні інтервалу між прийняттям заявок до 
обслуговування. Цей інтервал складається 
з часу обслуговування (середнє значення 
якого дорівнює µ1 ) і інтервалу від за-
кінчення обслуговування до надходження 
наступної заявки. Оскільки повторення 
заявок кожного абонента відбувається че-
рез час T , то природно  припустити, що 
перша заявка надійде в середньому через 
час nT . Це  міркування пояснює форму-
лу (6). 

Визначимо середнє число повернень 
заявки. Як  було відзначено вище, за час 
s  у системі обслуговується в середньому 

Tn
sn
µ

µ
+

 заявок. При 1)( =tυ  на одини-

цю реального часу приходиться ( 1−n ) 
одиниць сумарного часу чекання заявок; 
при 0)( =tυ  ця кількість складає n  оди-
ниць часу. Таким чином, за  час s  на че-
кання витрачено 
 

stn })1)({( =Ρ− υ  
 

одиниць часу, тобто, одиниць часу чекан-
ня в розрахунку на одну заявку.
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Перший доданок T  у правій частині 
виразу (7) є час з моменту закінчення об-
слуговування до подачі наступної заявки. 
Другий  доданок, µ)1( −n , дорівнює 

середньому числу N  повернень заявки 
даного абонента, помноженому на час Т 
між поверненнями. Звідси виводимо фор-
мулу  

.1
T

nN
µ
−

=  

Середній час W  очікування заявки 
між її подачею і початком обслуговування 
визначається формулою 

.1
µ
−

==
nNTW  

Висновки 
Досліджено одноканальну замкнену 

систему обслуговування з повторенням, з 
n джерелами навантаження (абонентами) і 
детермінованими вхідними потоками. 
Отримано показники ефективності функ-
ціонування системи: продуктивність ка-
налу обслуговування, середнє число по-
вернень заявки від одного джерела (одно-
го абонента),  середній час очікування об-
слуговування заявки. 
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