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Вступ 
У теорії графів графом одиничних 

кіл називається граф перетину сімейства 
одиничних кіл на евклідовій площині. 
Тобто, утворюється вершина для кожного 
кола і дві вершини з'єднуються ребром, 
якщо відповідні кола перетинаються [1]. 

Можливо кілька варіантів визначен-
ня графа одиничних кіл, еквівалентних з 
точністю до вибору коефіцієнта [1]: 

− Граф перетину кіл або окруж-
ностей однакового радіусу. 

− Граф, який сформований з на-
бору кіл однакового радіусу, в якому два 
кола з'єднані ребром, якщо центр однієї 
окружності знаходиться всередині іншої. 

− Граф, який утворений з набору 
точок на евклідовій площині, в якому дві 
точки з'єднані ребром, якщо відстань між 
цими точками менше деякого порогу. 

Починаючи з роботи Хьюсона і Се-
на [2], графи одиничних кіл використо-
вуються в інформатиці для моделювання 
топології бездротових динамічних мереж. 
У цьому випадку вершини з'єднані пря-
мим бездротовим зв'язком без базової 
станції. Передбачається, що всі вершини 
однорідні і забезпечені всеспрямованими 
антенами. Розташування антени моделю-
ється точками на евклідовій площині, а 
область, де сигнал може бути отриманий 
інший вершиною, моделюється колом. 
Якщо всі вершини мають передавачі од-

накової потужності, ці кола матимуть 
один і той же радіус. Випадкові геомет-
ричні графи, утворені як графи одинич-
них кіл з випадковими центрами, можна 
використовувати для моделювання фільт-
рації та деяких інших явищ [2]. 

Маршрутизація, що базується на мі-
сцезнаходженні, також відома як геомет-
рична маршрутизація або географічна, 
була запропонована для вирішення про-
блеми масштабування. Замість викорис-
тання топологічної інформації, протоколи 
даного виду маршрутизації використову-
ють географічну інформацію про розта-
шування вузлів для маршрутизації паке-
тів. Дані протоколи припускають, що вуз-
ли знають своє власне географічне поло-
ження (наприклад, від системи глобаль-
ного позиціонування [3]) і вихідному вуз-
лу відоме розташування вузла призначен-
ня. 

Одним із видів географічної марш-
рутизації є маршрутизація гранями, яка 
гарантує доставку пакетів у статичних 
зв'язаних плоских графах [3, 5, 6]. Вона 
застосовується на плоскому графі, відпо-
відно пакет передається по границях гра-
ней, які перетинаються відрізком, що 
з’єднує вихідний вузол і вузол призна-
чення. 

 

Геометричні властивості 
графів одиничних кіл 

З метою визначення інформації, що 
необхідна на кожному вузлі під час до-
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ставки пакету, визначимо властивості 
графів одиничних кіл. Наступна лема 
визначає геометричну властивість будь-
яких двох ребер, які перетинають одне 
одного у графах одиничних кіл. 

Визначення 1. Для будь-якого ребра 
(u,v), лінзообразна область з хордою (u,v) 
є перетином двох кіл з одиничним 
радіусом, які містять (u,v) як хорду. 

Затемнена область на рис. 1 є при-
кладом. Якщо вузол знаходиться у даній 
області з хордою (u,v), то він є сусідом як 
u ,так v. 

 

          
Рис. 1. Лінзообразна область  

з хордою (u,v) 
 
Лема 2. Якщо у графах одиничних 

кіл ребро (х, у) перетинає ребро (u,v), і ні 
х, ні у не знаходяться у лінзообразній 
області з хордою (u,v), то х і у є сусідами 
и, або обидва сусіди v. 

Доказ. У графах одиничних кіл, 
кожне ребро має довжину трохи більше 1. 
Розглянемо рис. 2., на якому дві прямі 
лінії паралельні (u,v) і мають відстань 1 
від (u,v), і два кола з центром у точці u і v, 
відповідно, з радіусом 1. Таким чином, 
товста крива є  набором з усіх точок, які 
знаходяться на відстані 1 від (u,v). При-
пустимо, що (x.y) перетинає (u,v) у точці 
z. Тоді відстань від х до z і від х до (u,v) є 
не більше 1; і відстань від у до z, і відпо-
відно до (u,v) є також не більше 1. Отже, 
обидва х і у розташовані всередині або на 
товстій кривій. 

Далі, доведемо, що не дивлячись на 
припущення леми, х є сусідом принаймні 
одного з u або v. Припустимо, що це не 

так. Тоді х знаходиться в одній з двох 
трикутних областей, які не охоплюються 
двома колами, наприклад, одна з них 
сформована відрізком між а і b, дугою 
між a і c, і дугою між b і c (рис. 3). 

 
 

Рис. 2. Доведення леми 2 
  

 
Рис. 3. Доведення леми 2 

 
Припустимо, що (х, у) перетинає (u, 

v) і у знаходиться не у лінзообразній 
області з хордою (u,v). Тоді (х, у) повинне 
перетинати нижню дугу між u і v, припус-
тимо у точці у'. Крім того, (х, у) повинне 
перетинати дугу між а і с або дугу між b і 
с. Припустимо, (х, у) перетинає дугу між а 
і с у точці х', і (х, у) перетинає відрізок 
між с і и у точці m (рис. 3). З нерівності 
трикутника, |x'm| + |mu| ≥ |ux'|, і |y'm| + |mc| 
≥ |cy'|. Відомо, що |ux'| = |cy'| = 1. Таким 
чином, |x'm| + |mu| + |y'm| + |mc| = |x'y'| + 
|uc| ≥ 2. З |uc|= 1, випливає, що |x'y'| ≥ 1. 
Оскільки х не є сусідом и, |xu| > 1, то |xx'| 
> 0. Оскільки у не у лінзообразній області 
з хордою (u,v), |yy'| > 0. Отже, |xy| = |x'y'| + 
|xx'| + |y'y| > |x'y'| ≥ 1.. Це суперечить тому, 
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що кожне ребро в графі одиничних кіл 
має довжину не більше 1. Таким чином, х 
є сусідом приймні одного з и або v. Те ж 
саме дійсне і для у. 

Нарешті, від протилежного, припус-
тимо, що ні и, ні v  не є сусідами х і у, тоб-
то х є сусідом и, але не є сусідом v, і на-
впаки у є сусідом v, але не є сусідом и, 
(рис. 4). 

 
Рис. 4. Доведення леми 2 

 
Тоді отримуємо ∠yvu > ∠uyv, тому 

що |uy| > 1 ≥ |uv|.. Крім того, оскільки (х, 
у) перетинає (u,v), ∠xyv ≤ ∠uyv і ∠yvx ≥ 
∠yvu. Таким чином, yvx > xyv, і з цього 
випливає, що |xy| > |xv| > 1. Це суперечить 
тому, що |xy| ≤ 1. Тому або и або v має бу-
ти сусідом як х, так і у. □ 

Слідство 3. Якщо у графі одиничних 
кіл ребро (х, у) перетинає ребро (и, v), 
обидва х і у знаходяться на відстані не 
більше двох переходів від и і v. 

Доведення. Випадок 1: х і у не зна-
ходяться у лінзообразній області з хордою 
(и, v). З леми 2 слідує, що або и або v є 
сусідом обох х і у. Припустимо, що и - це 
сусід обох х і у. Тоді х і у знаходяться на 
відстані у один перехід від и та не більше 
двох переходів від v. 

Випадок 2: Принаймні один з х і у 
знаходиться у лінзообразній області з 
хордою (и, v). Припустимо, що х у даній 
області. Отже, х є сусідом обох и і v. Та-
ким чином, у знаходиться на відстані не 
більше двох переходів від и і v. □ 

Слідство 3 означає, що якщо кожен 
вузол має інформацію про сусідні два пе-
реходи, то йому відомі всі ребра, які пере-
тинають кожні його інцидентні ребра. Та-
ким чином, алгоритм, який описано у [7] 

може бути застосований локально у кож-
ному вузлі. 

 
Алгоритм обчислення шляху 

доставки пакету у графах одини-
чних кіл 

Алгоритми 2HOP є протоколом ма-
ршрутизації для графів одиничних кіл, 
який ілюструє метод маршрутизації вір-
туальними гранями [7]. Він припускає, що 
вузли мають інформацію про два сусідні 
переходи. Він використовує алгоритм з 
[7], щоб обчислити кінцеву точку поточ-
ного віртуального ребра і напрямок на-
ступного віртуального ребра. Перехід на 
іншу грань відбувається, коли знайдено 
точку, яка знаходиться ближче до місця 
призначення. 

Загальна ідея протоколу 2HOP 
полягає у наступному. Починаючи з 
вихідного вузла s, обчислюється ребро (s, 
v), яке містить перше віртуальне ребро. 
Потім вузол s виконує EPND((s, v), s, β, 
(w, x), π) для обчислення кінцевої точки β 
першого віртуального ребра, яка є почат-
ковою точкою наступного віртуального 
ребра. Також він обчислює реальне ребро 
(w, x), яке містить наступне віртуальне 
ребро. Потім, вузол s пересилає пакет до 
вузла w, і w продовжує обхід. Дана про-
цедура триває поки не знайдена точка, що 
знаходиться ближче до місця призначен-
ня. Наступним кроком є визначення нової 
відправної точки, з якої починається обхід 
наступної віртуальної грані [7]. 

Розглянемо компоненти 2HOP 
більш докладно. Опишемо поля заголовку 
пакету, які використовує протокол для 
зберігання інформації про процес 
маршрутизації. Вони включають в себе 
packet.destination, packet.next_edge, 
packet.last_point, і packet.distance. Вузол-
адресат пакету зберігається у 
packet.destination. Поле packet.next_edge 
зберігає мережеве ребро, яке містить на-
ступне віртуальне ребро вздовж границі 
поточної віртуальної грані. На кожному 
кроці, коли packet.next_edge обчислено, 
пакет пересилається до початкового вузла 
packet.next_edge. Поле packet.last_point 
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лом и, тому що він має інформацію про 
два сусідні переходи. Таким чином, вузол 
и перевіряє всі можливі ребра перетину 
(u, v) і знаходить точку перетину β, що 
знаходиться найближче до α, ребро (w, x), 
яке містить наступне віртуальне ребро 
після (β, α) за годинниковою стрілкою 
навколо β, і шлях π від u до w. 

Шлях π, що повертається алгорит-
мом EPND, має не більше двох переходів, 
тому що обидві кінцеві точки ребра, що 
перетинає (u, v), знаходяться на відстані 
не більше двох переходів від и, 
відповідно до слідства 3. Якщо немає 
ніяких ребер, що перетинають (u, v), то 
початковим вузлом ребра, яке містить на-
ступне віртуальне ребро є v, що є сусідом 
и. Таким чином, у 2HOP, шлях π, який 
повертається алгоритмом EPND, не 
зберігається у заголовку пакета. Вузол и 
просто перевіряє, чи є початковий вузол 
ребра packet.next_edge його сусідом. Як-
що це так, то він пересилає пакет безпо-
середньо до цього вузла; в іншому випад-
ку, він пересилає пакет у вузол, що є 
сусідом для них обох. Коли цей 
проміжний вузол приймає пакет, він 
визначає, що він не є початковим вузлом 
packet.next_edge. У цьому випадку, він 
просто передає пакет на визначений по-
чатковий вузол. 

Розглянемо процедуру перемикання 
(переходу) між гранями. Перехід на на-
ступну грань відбувається, коли пакет 
досягає точки на границі поточної 
віртуальної грані, яка знаходиться ближче 
до місця призначення, ніж поточна 
відправна точка. Таким чином, після того, 
як вузол обчислив кінцеву точку 
віртуального ребра, що міститься у 
packet.next_edge, він перевіряє, чи є 
відстань від будь-якої точки на цьому 
віртуальному ребрі до вузла призначення 
менше, ніж відстань від поточної 
початкової точки. Якщо це так, найближ-
ча точка до місця призначення на цьому 
віртуальному ребрі буде новою 
відправною точкою для наступної 
віртуальної грані. Вузол викликає INIT-
2HOP з метою знаходження ребра, що 

містить перше віртуальне ребро вздовж 
границі наступної віртуальної грані і 
оновлює поля заголовку пакета. Потім 
пакет повинен бути перенаправлений у 
початковий вузол нового packet.next_edge, 
щоб почати обхід нової віртуальної грані. 
Цілком можливо, що початковий вузол є 
поточним. У цьому випадку, передача 
пакетів не потрібна і поточний вузол про-
сто виконує алгоритм 2HOP знову. Якщо 
початковий вузол нового packet.next_edge 
не є поточним, то він знаходиться на 
відстані не більше двох переходів, тому 
що обидві кінцеві точки нового 
packet.next_edge знаходяться в межах 
двох переходів від поточного вузла. Та-
ким чином, поточний вузол пересилає па-
кет до цього вузла способом, який описа-
но вище. 

Повний код алгоритму 2HOP наве-
дено на рис. 6. 

Теорема 7. 2HOP моделює 
маршрутизацію гранями у віртуальному 
плоскому графі, який складається з 
зв'язаних графів одиничного кола. 

 
Алгоритм 2HOP 

* Виконується вузлом и (вузол, який в даний час 
має пакет) 
* Інформація, що зберігається у заголовку пакету 
є: 

• packet.destination, вузол-адресат пакету; 
• packet.next_edge, мережеве ребро, яке 

містить наступне віртуальне ребро; 
• packet.last_point, кінцева точка попереднь-

ого віртуального ребра або початкова точка на 
поточній віртуальній грані, якщо packet.next_edge 
містить перше віртуальне ребро на даній грані; 

• packet.distance, відстань від початкової 
точки поточної віртуальної грані до вузла призна-
чення. 
begin 

if u is packet.destination  then 
   release the packet; return 
if packet.destination is a neighbor of u  then 
   forward the packet to packet.destination; 

return 
if u is not the beginning node of 

packet.next_edge  then 
   forward the packet to the beginning node of 

packet.next_edge; return 
* u  є початковим вузлом packet.next edge 
let v denote the ending node of packet.next 

edge 
EPND((u, v), packet.last point, β, (w, x), π) 
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d ← shortest distance from a point on edge 
(packet.last point, β) to  packet.destination 

if d < packet.distance  then   * 
перемикання граней 

   p ← the closest point to packet.destination 
on edge (packet.last point, β) 

   INIT-2HOP(p) 
    if u is the beginning node of packet.next 

edge  then 
2HOP 
return 

else 
packet.next edge ← (w, x) 
packet.last point ← β 

* переміщення пакету до початкового 
вузла packet.next_edge 

let y denote the beginning node of 
packet.next_edge 

if y is a neighbor of u  then 
   forward the packet to y 
else 

find node z such that z is a neighbor of 
both u and y  

* z є v або кінцевим вузлом 
packet.next_edge 
   forward the packet to z 
return 

end 
Рис. 6. Алгоритм 2HOP 

 

Висновок 
У результаті проведених досліджень 

показано, що визначення основних геоме-
тричних властивостей взаємодії вузлів у 
графах одиничних кіл дозволяє змоделю-
вати маршрутизацію гранями у графах, 
які не містять основного зв’язаного плос-
кого підграфу. Тобто можливе застосу-
вання маршрутизації гранями безпосере-
дньо на не планарний граф мережі, без 
отримання плоского підграфу. Було роз-
роблено протокол маршрутизації у графах 
одиничних кіл, який ілюструє метод об-
числення віртуального шляху у плоских 
віртуальних графах [7]. Відповідно до да-
ного протоколу, було проаналізовано за-
гальний процес маршрутизації гранями 
методом віртуальних графів у графах 
одиничних кіл і запропоновано алгоритми 
обчислення шляху доставки пакету. 
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