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Предложены алгоритмы построения 

минимального порождающего множества 
решений систем линейных однородных уравнений 
в множестве натуральных чисел и базиса 
множества решений системы линейных 
однородных и неоднородных диофантовых 
уравнений в кольцах и полях вычетов по модулю 
некоторого числа. Эти алгоритмы 
рассматриваются в контексте решения 
проблемы выполнимости системы ограничений. 

Запропоновано алгоритми побудови 
мінімальної породжуючої множини розв’язків 
систем лінійних однорідних рівнянь в множині 
натуральних чисел і базису множини розв’язків 
системи лінійних однорідних і неоднорідних 
діофантових рівнянь у кільцях і полях лишків за 
модулем деякого числа. Ці алгоритми 
розглядаються в контексті розв’язання  
проблеми виконуваності системи обмежень. 

The algorithms for computation of minimal 
supported set of solutions for systems of linear 
Diophantine homogeneous equations over set of 
natural numbers and basis of systems of linear 
Diophantine homogeneous and inhomogeneous 
equations in ring and field of remainders on modulo 
of a number. This algorithms consider in context of 
solving of general constraint satisfaction problem 
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Введение 
Одной из фундаментальных проблем в 

современном программировании с 
ограничениями (constraint programming – CP) 
является проблема определения 
вычислительной сложности решения задач, 
включающих ограничения. Существует 
большое количество проблем, называемых 
проблемами выполнимости ограничений 
(constraint satisfaction problems – CSP), 
являющихся NP-трудными [20]. Поэтому 
маловероятно существование общего 
эффективного алгоритма для решения 
произвольной проблемы, связанной с 
ограничениями. Тем не менее, во многих 
практических задачах возникают проблемы, 
решение которых вычисляется более 
эффективно.  

Рассмотрим некоторые из решений 
таких проблем, в частности, проблемы 
выполнимости линейных диофантовых 
ограничений в виде уравнений [9] – [18].  

В данной работе приводится краткий 
обзор фактов, связанных с решением 
проблемы выполнимости множества 
ограничений, а также алгоритмов построения 
минимального порождающего множества 
решений и базиса множества решений систем 
линейных диофантовых уравнений в 
множестве целых чисел, натуральных чисел, 
поле и кольце Zm вычетов по модулю простого 
и составного числа m. Данная работа является 
продолжением работ [3] – [8]. В основе 
предлагаемых алгоритмов лежит TSS-метод 
построения минимального порождающего 
множества решений систем линейных 
однородных диофантовых уравнений в 
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множестве натуральных чисел N [7]. К такого 
рода системам и методам их решений сводятся 
задачи математических игр [1], распознавания 
изображений и построение линейных мозаик 
[2], криптографии [9], распараллеливания 
циклов [12] и многие другие задачи. 

 
 
1. Язык систем линейных 

диофантовых уравнений над  N
Этот язык является примером –

полного языка. 
NP

Известно, что множество  
минимальных элементов множества решений 

B

M  системы  составляет базис множества S M  
и если 1>M , то базис  всегда существует, 
конечен и всякий элемент из 

B
M  представим в 

виде неотрицательной линейной комбинации 
векторов из . Известно, также что процесс 
решения СЛНДУ или системы линейных 
диофантовых неравенств (СЛДН) может быть 
сведен к решению СЛОДУ, поэтому основное 
место в исследованиях уделяется СЛОДУ. 
Следует заметить, что в общем случае такое 
сведение увеличивает размерность 
пространства над которым рассматривается 
полученная СЛОДУ, что сказывается на 
эффективности вычислений. Однако, имеются 
методы сведения, которые не увеличивают 
размерности пространства [13]. 

B
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1.1 Критерий совместности СЛОДУ 
Критерий совместности СЛОДУ, 

используемый здесь, и алгоритм его 
реализации подробно описаны в работах [7, 8, 
10], поэтому приведем лишь необходимые 
факты, нужные в дальнейшем. 

Пусть дана СЛОДУ . Рассмотрим 
множество векторов канонического базиса 

S

{ }qeeeM ,...,, 210 =′  и первое уравнение 

 системы . С 
помощью функции  разобъем элементы 
множества   на такие три группы 

qq xaxaxaL 12121111 ...+++= S
)(1 xL

0M ′

( ){ }0| 0
1

00
1 == eLeM , ( ){ }0| 11 == +++ eLeM  и 

( ){ }0| 11 == −−− eLeM . Ясно, что если одно из 

множеств  или 11  пусто, то 
уравнение  не имеет нетривиальных 
решений в множестве натуральных чисел. 
Допустим, что хотя бы два из множеств , 

,   – непусты, тогда рассмотрим 

множество 

+∪ 1
0
1 MM −∪0 MM

0)(1 =xL

0
1M

+
1M −

1M

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∈

+−=
∪=′

−+
11

110
11 ,

,|

MeMe

eeLeeLee
MM

ij

ijjiijij
. 

Используя функцию  разобъем 
элементы множества  аналогично 
предыдущему также на три группы 

( )xL2

1M ′

( ){ }0| 0
2

00
2 == eLeM , ( ){ }0| 22 == +++ eLeM  и 

( ){ }0| 22 == −−− eLeM . Допустим, что хотя бы 
два из этих множеств непусты, тогда построим 
множество 

( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈∈

+−=
∪=′

−+
22

220
22 ,

,|

MeMe

eeLeeLee
MM

ij

ijjiijij
. 

Предположим, что таким способом построено 
множество jM ′  из множеств 

( ){ }0| 000 == rjrj eLeM ,  ( ){ }0| == +++
ijij eLeM  и 

( ){ }0| == −−−
sjsj eLeM  с помощью функции 

( )xL j  и это множество непусто. 
Непосредственно из этих построений вытекает 
такое утверждение. 

Теорема 1. Элементы множества jM ′  
есть решен у й иями системы равнени

( ) ( 0&...&0&0)( )1 == =2 xLxLxL j

Определение 1. Множество j

. 

M ′ , 
построенное выше, будем называть усеченным 
множеством исрешений с темы 

( ) ( 0&...&0&0)( 2 ) =1′ = = = xLxLxLS j . 

Пусть { }kj eeM ′ ′=′ ,...,1  – усеченное множество 

решений системы S ′ , а jM  – множество всех 
ее решений. Тогда имеет место такое 
утверждение. 

Т о ема 2. Для всякого вектора 
jj MMx

е р
′∈ \  существует представление в виде 

неотрицательной линейной комбинации вида 
kl ebebxt ′++′= ...) ) ( 11  (1

где t, Nbi ∈ , 0≠t , jMe ′∈′1 , ki ,.1= . 
Доказательство

..,
 теоремы использует 

следу . 
неотрицательная 

линейная комбинация вида  

к неотрицател

к неотрицател линей

ющую лемму
Лемма 1. Любая 

−+ += si decey  
может быть представлена ка ьная 
линейная комбинация вида 0

isi veueky += +  или 
же ка ьная ная комбинация 
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совме т
СЛОДУ формулируется следующим образом. 

Система

вида isi veueky += − , где vuk ,,  – натуральные 
числа, 

0

 
Критерий стнос и 

Теорема 3.  

проверки 

( ) ( ) ( ) 0&&...&0&0)( 121 === − xLxLxLx jp

совместна тогда и т лько тогда, когда 

= LS

 о ∅≠′pM  
Заметим, что из теорем 2, 3 следует, что 

каждый вектор усеченного множества 
решений можно разделить на НОД его 
координат, если этот НОД отличен от 
едини о п

 

е ить

 
ус во решений

 и элемен . Тогда 

цы. Эт озволяет ум ньш  величину 
координат этих векторов и более эффективно 
проводить вычисления. 

Легко заметить, что усеченные 
множества решений зависят от порядка, в 
котором расположены уравнения системы. 
Исключение "лишних" векторов из усеченного 
множества решений базируется на следующей 
теореме. 

Теорема 4. Пусть  S  – CЛОДУ вида (1) 
и pM ′  – ее еченное множест , 

з тов любой 
вектор 
состоящее k  

x  из pM ′  такой, что }{\ xMetx pi ′∈′>> , 
и имеет

ставлени вида 
1,...,2,1 −= ki , Nt∈   0≠t   

пред е 
1 111 ... −− ′++′e= kebbmx , k

где Nm∈ , 0≠m , Nbi ∈ , pi Me ′∈ , 
,...,2,1 −= ki . 
Из приведенной теоремы вытекает 

следу я простая процедура чист  
усеченного множества решений: вектор 

1

юща ки
x  

удаляется из усеченного множества решений, 
если x  больше или го произведение tx  
больше некоторого из оставшихся векторов 
усеченного множества решений

е

. В качест
множителя

динату векторов текущего 
усече . 

1.2 Сво с
ЛОДУ

о  с

тора из усеченного 
множ  являются минимальными

ются ее
е

Теорема 6. Пусть 

ве 
 t  можно взять, в частности, 

максимальную коор
нного множества решений

й тва усеченного множества 
решений С  

Допустим, чт  СЛОДУ S  овместна и 
{ }keeM ′′=′ ,...,1  ее усеченное множество 

решений. 
Теорема 5. Век
ества решений  

решениями СЛОДУ S , т.е. явля   
базисными реш ниями. 

( )q,...,  xxxx , 21=
минимальное решение СЛОДУ и S  

( ) ( )
(

⎪⎫

⎪
⎪
⎨
⎧

=′

=′=′
=′

qq

e

ee
M

αα

αααα ,..,,...,,,..., 22121111

) ⎪⎭
⎬

⎩ kqkk ,...,1
 ее 

усеченное во решений. Тогда имеет 
о не

xx ,maxmax

множест
мест равенство 

k′ jijiii ,
= ≤ ⋅ α , 

где ji,α  – координаты векторов Mei ′∈′ , 
ki ,...,1= , qj ,...,1=  
Пример 1. Система 

⎨

⎧

−+++++
=
=++−+++

0400210
0

00047305

7654321

7654321

7

1

xxxxxxx

xxxxxxx
 

имеет 10 базисных векторов-решений: 

⎪
⎩

⎪ +−++++= 040121
654321

xxxxxxxS
=1

)0,1,5,0,0,0,4(1 =e   )2,,8,3,2,1,1(6 =e  
)1,2,0,0,0,4,0(2 =e   )1,2,6,2,0,2,2(7 =e  
)2,1,3,0,4,0,0(3 =e   )2,2,5,2,2,2,0(8 =e  
)1,1,7,4,0,0,0(4 =e

значе
 координат базисных 

векто

оритма определения 
совместности СЛОДУ экспоненциальная по 
числу уравнений в системе. Действительно, 
рассмотрим систему вида 

+++

=++++++−
=

00000 7654321 xxxxxxx
S

н ой

с

  )1,0,3,1(9 =e  
)1,2,9,3,0,1,3(5 =e )1,1,4,0,2,0,2  

 
Усеченное множество решений 

составляют вектора 4321 ,,, eeee . Максимальное 

2,3,2,
  (10 =e

ние координат этих векторов равно 7, 
максимальное значение

ров равно 9 и 9 < 4*7 = 28.  
1.3 Сложность алгоритма проверки 

совместности СЛОДУ 
Нетрудно показать, что в общем случае 

временная сложность алг

⎪
⎩ =+++−

=++++++−
00000
00000

7654321

7654321

xxxxxxx
xxxxxxx  

Усеченное множество решений да н  
системы имеет 32  векторов. Нетрудно 
показать, что такого рода истемы, т.е. 
системы состоящие из 

⎪
⎨

⎧

p  уравнений с 12 +p  
неизвестными  путем 
присоединени из 1−  змерности 

 построенные
я к столбц ра

и 
у 

p  двух единичных кв дратных матриц 
размер

а
ности pp× , имеют усеченное 

множество, состоящее из p2  ементов. Таким 
образом, имеет место такая теорема. 

Теорема 7. 

эл

Сложность алгоритма 
опред

етить, что в случае 
такого рода систем, усеченное множество 

еления совместности СЛОДУ имеет 
экспоненциальную сложность по числу 
уравнений в системе. 

Следует, однако, зам
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решен  

В

т полиномиальное 
время ет

верждение
а 8. Если три
= гд

ий совпадает с базисом всего множества 
решений данной СЛОДУ. 

1.4 СЛОДУ, совместность которых 
определяется за полиномиальное время 

 связи с вышесказанным, интересно 
было бы указать класс СЛОДУ, для которых 
этот алгоритм работае

. Один из таких классов систем да  
следующее ут . 

Теорем ма ца СЛОДУ S  
имеет вид )| ′ , е ( BBA A  – матрица 
размерности ( pqp +× B  – матрица 
размерности q

) , 
p× , а B′  – диаго альная 

матрица размерности 
н

pp×  с отрицательными 
элементами на диагонали, то система S  всегда 
совместна 

 
и ее усеченно решений

опред

т

аге ал р
п

е множество  
еляется за вре я, пропорциональное 

величине ))(( qppO + . 
Доказательство еоремы очевидным 

образом следует из построения усеченного 
множества решений. Действительно, на 
каждом ш го итма число элементов в 
усеченном множестве решений не ревосходит 
величины 

м

qp + . Следовательно, верхняя 
оценк

роблема 
состо

решение для такой системы. 
Пример 2. Определить совместность 

СЛОДУ 
⎧

=−+++
=+−+
=++−++

0200
0030

0004305

654321

654

654321

xxxx
xxx

xxxxxx
 

В данной систем
⎞

⎜
⎛ 3 0 5 ⎞

⎜
⎛ 0 0 4-

Усеченное множество решений для эт  
ы т

12,4,9,12,0,0,3,4,0,
Базис ы 
состо  векторов. 

1.5 Критерий совместности СЛНДУ 
Пусть 

а временной сложности ограничена 
величиной )( qpp + . 

Для данного класса СЛОДУ п
ит лишь в том, чтобы найти хотя бы одно 

базисное 

⎪
⎨

+
++=

210
21 321

xx
xxxS

⎩

⎪

е 

⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝

=
2 1 0
1 2 1B , 

⎟
⎟

⎠
⎜
⎜

⎝

=′

2- 0 0
0 3- 0B . 

⎟ ⎟

ой
систем  состоит из рех векторов 

( ) ( )0,6,0,0,4,15,0,0,12 . ) (
 множества решений этой систем
ит из 11

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

, = bxa+ . . . + x(x) = aL
... .... ... ... ... ... ..

 = xα+ . . . + x(x) = αL

 = x α + . . . +x(x) = αL

S

pqpq pp

qq 

qq

11

21212

11111

0

0

 

– СЛНДУ, где Za ji ∈, ,  , Nx j ∈ pi ,...,1= , 
qj ,...,1= . Перейдем от системы  к системе S

S ′ : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

′

′

′

=′

, = bxa+ . . . + x(x) = aL

 = x α + . . . +x = α)(xL
... .... ... ... ... ... ..

 = xα+ . . . + x = α)(xL

 = x α + . . . +x = α)(xL

S

pqpq pp

qqp-p-p-

qq 

qq

11

11111

21212

11111

0

0

0

 

 
где 0≠pb . Этот переход осуществляется с 
помощью процедуры элиминации свободных 
членов. 

а) Взять -е уравнение системы , у 
которого 

i S
0≠ib ; пусть, для определенности, 

это будет  и . pb 0>pb
б) Для всех 1=i  до  выполнить 1−p
Если 0<ib , то заменить -е уравнение 

системы  линейной комбинацией вида 
i

S

,0)()(

))(())((

=+−=

=−+−−

xLbxLb

bxLbbxLb

ippi

iipppi  

иначе если  то заменить -е уравнение 
системы  линейной комбинацией вида 

0>ib i
S

,0)()(

))(())((

=−=

=+−+−

xLbxLb

bxLbbxLb

ippi

iipppi  

иначе оставить -е уравнение без изменений. 
Обоснованием этой процедуры есть 

i

Теорема 9. Система S совместна тогда и 
только тогда, когда совместна система S

 
′ . 

Пусть { }kp eeM ′′=′′ − ,...,11  – усеченное 
множество решений для подсистемы системы 

, состоящей из первых  уравнений. 
Далее, пусть   – значения 
S 1−p

kddd ,...,, 21 ( )xLp  на 
векторах keee ′′′ ,...,, 21  соответственно. Имеет 
место 

Теорема 10. Систем  S ′  совместна 
тогда и только тогда, когда уравн

а
ение 
0...2211 =−+++ pkk bududud  (20) 

имеет хотя бы одно решение в множестве . N
Следствие  (достаточное условие 

совместности СЛНДУ) СЛНДУ  совместна, 
если уравнение 

S
pkk bududud =+++ ...2211  

имеет хотя бы одно решение. 
Действительно, если такое уравнение 

имеет хотя бы одно решение, то уравнение (4) 
имеет решение, у которого последняя 
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коорд

ва р е

а

ек
 последняя координата 

равна разу объявляется 
совме

Р

ив с
л за столбец свободных членов 

принять столбец коэффициентов при 
неизвестном

⎧
−

+−++−
= 42

0342)( 543211

x
x

= xxxxx = xL
S  

стему к системе 

ината равна 1. А это значит, что система 
S  совместна. 

Из этой теоремы вытекает простой путь 
построения решения системы, в случае когда 
уравнение (4) имеет хотя бы одно решение, 
удовлетворяющее ее условиям: нужно взять 
линейную комбинацию векторов усеченного 
множест еш ний, коэффициентами которой 
при векторах kee ,...,1  стоят соответствующие 
первые  координат вектор -решения 
уравнения (4). Следует заметить, что можно 
сократить число проверяемых базисных 
вектороврешений уравнения (4). Среди них 
нужно выбросить вектора-решения, у которых 
последняя  равна 0. Кроме того, 
если среди базисных в торов-решений есть 
вектор, у которого

k

координата

 1, то система S  с
стной. 
ассмотрим примеры. 
Пример 3. Выясним, будет ли совместна 

ниже пр еденная истема неоднородных 
уравнений, ес и 

 5x . 

⎪
⎩

⎨
+−−+=
+−+

.050)(
03)(

543213

543212

= xxxxxL
= xxxx = xL

Приведем си

⎪

S  S ′ , 
исключая последний член в уравнениях. 
Получаем систему 

−++′
−++−′

=′
049)( 43211

x = 
= xxxx = xL

 

 множество решений для 
перво

истемы таковы: 4, 19, 6, -14. 
Усече  решений

 таковы: -31, 
1. Составляем уравнени  

⎪
⎩ −−−+=′ .150)(

0222)(

43213

43212

= xxxxxL
= xxxxLS

Усеченное

⎪
⎨

⎧

го уравнения системы S ′  имеет вид: 
( ) ( ) ( ) ( ){ }9,4,0,0,1,0,4,0,0,1,0,9,0,0,1,11 =′M . 

Значения на этих векторах для второго 
уравнения с S ′

нное множество  
( ) ( ){ }17,6,14,0,19,10,0,142 =′M . 

Значения на этих векторах для 
последнего уравнения с стемыи

е
S ′

031 21 =++− tuu  
Это уравнение имеет корень (1,30,1),  

который порождает вектор (14,420,190,529). 
Этот вектор, как нетрудно убедиться, является 
решением системы S ′ , т. е. СЛНДУ, 
соотв . 

Пример 4. Рассмотрим СЛНДУ 
етствующая системе S , совместна

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+++
−=+−−

−−+
=

.90420
542
12324

4321

4321

4321

= xxxx
xxxx

=xxxx 
S  

Преобразуем систему  к виду S

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−−
=+−+

−−+

.542
091618
0919922

4321

4321

4321

= xxxx
xxxx

=xxxx 
 

Строим усеченные множества решений. 
( ) ( ) ( ) ( ){ }1,0,1,0,22,0,0,9,0,9,19,0,0,22,0,191 =′M . 

Значения на этих векторах для второго 
уравнения системы после сокращения на 
общий делитель 5 таковы: -2, -25, 72, 2. 
Усеченное множество решений 

S ′

( ) ( ){ }25,18,63,0,2,72,0,632 =′M . 
Значения на этих векторах для 

последнего уравнения системы  таковы: S ′
110,160 −− . Составляем уравнение, сократив 

коэффициенты на общий делитель 5, 
02232 21 =−+ tuu . 

Это уравнение имеет решения (1,0,32) и 
(0,1,22), которые не удовлетворяют условиям 
теоремы 18 над множеством натуральных 
чисел N . Следовательно, СЛНДУ  
несовместна. В самом деле, в системе  
последнее уравнение не имеет корней не 
только в области натуральных чисел, но и в 
области целых чисел. 

S
S

 
Выводы 
В заключение заметим, что приведенные 

оценки временных сложностей алгоритмов 
можно уточнять, если прослеживать все детали 
процесса вычислений, происходящего в TSS-
алгоритме. В данной работе мы 
ограничиваемся установлением того, что 
устанавливаем только верхние оценки (т. е. 
сложность в наихудшем случае) этих 
алгоритмов. Отметим также, что при малых 
значениях модуля p  сложностью вычисления 
НОД в полях и кольцах вычетов можно 
пренебречь и тогда оценка алгоритмов 
решения систем в таких полях упрощается. 
Так, например, в поле , которое часто 
встречается в приложениях, необходимость 
вычисления НОД вообще отпадает, поэтому 
сложность решения СЛОДУ и СЛНДУ в таком 
поле становится пропорциональна величине 

2 , где  – число уравнений, а  – число 
неизвестных в системе. 

2F

qn q n
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