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Введение. Существующие операционные методы анализа, такие как преобразования 
Лапласа и Фурье, предназначены для исследования линейных динамических систем.  Кроме 
того, в последнее время значительно возрос интерес к исследованию динамических систем 
дробного порядка. В большинстве случаев трудно найти решения нелинейных 
дифференциальных уравнений целого и дробного порядков, особенно аналитически.  

В этой работе предложен метод нахождения аппроксимационного решения нелинейных 
дифференциальных уравнений целого и дробного порядков на основе операционного метода 
неклассического типа.    

Постановка задачи. Применение операционных методов для анализа динамических 
систем позволяют алгебраизировать дифференциальные уравнения, которыми описываются 
динамические системы. Операционные исчисления неклассического типа (S-преобразования) 
порождаются при использовании методов полиномиальных аппроксимаций [1]. В основу 
метода полиномиальной аппроксимации положено представление сигнала на конечном 
интервале изменения аргумента обобщенным полиномом по некоторой системе линейно-
независимых базисных функций.  

Применяя неклассическое операционное исчисление к линейным дифференциальным  
уравнениям, получаем систему линейных алгебраических уравнений в матричной форме, 
которая легко решается при помощи правил матричной алгебры. В результате получаем 
значение коэффициентов аппроксимирующего полиномиального спектра и, используя 
обратное преобразование, находим аппроксимационное решение уравнения. 

Алгоритм решения нелинейных дифференциальных уравнений операционным методом 
неклассического типа рассмотрим на примере нелинейного дифференциального уравнения с 
производной по Капуто. Производная нецелого порядка по Капуто определяется 
выражением [2] 
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где   – порядок производной;   – гамма-функция. Наличие в уравнении производной по 
Капуто позволяет учитывать начальные условия. 

Рассмотрим несколько иллюстративных примеров. 
Пример 1. Возьмем нелинейное дифференциальное уравнение с производной по 

Капуто, которое имеет точное решение: )()()( 25,1 tftytyDC  , 000  yy , 
где  1,5 2,5 3,5 3 4 5( ) 9,02704 21,6649 10,3166 2 3f t t t t t t t      . Точное решение уравнения 

имеет вид: 345 23)( tttty  .  
Используя определение производной Капуто (1), получим преобразованное уравнение 
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)()())(( 25,0 tftytyJ  .                                                  (2) 

Заменяем вторую производную искомой функции новой функцией: 
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Подставив уравнение (3) в (2), получим выражение 
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Применяя к уравнениям (3) и (4) S-преобразование, перейдем в операционное 
пространство: 

 20,5
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где F


 – изображение правой части уравнения. 
Далее вычисляем матрицы интегрирования порядков 0,5 и 2, а искомую функцию 

записываем в явном виде, т. е. в виде вектора неизвестных коэффициентов 
 mUUU ,,, 21 U . 
Подставляя вектор коэффициентов в уравнение (3),  перемножая его с найденными 

матрицами интегрирования и складывая полученные вектора, получаем систему нелинейных 
уравнений.  

Найдя корни системы нелинейных уравнений методом Ньютона, с помощью уравнений 
(2) находим изображения искомой функции и, применяя обратное операционное 
преобразование, получаем аппроксимационное решение нелинейного дифференциального 
уравнения. Следует отметить, что из всех корней системы нелинейных уравнений 
необходимо брать только действительные корни. 

Вычислительные эксперименты. Ниже без комментариев приведена программа 
рассмотренного метода в программной среде системы Mathematica. Решение 
рассматривается на интервале 20  t . Точное решение уравнения показано на рис. 1. В 
качестве базисных функций используется локальные базисные системы на основе 
смещенных полиномов Лежандра нулевого порядка. 
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Рис. 1. Визуализация решения уравнения: а  – точное решение; б – аппроксимационное решение 
( 10m ) 

Пример 2. Нелинейное дифференциальное уравнение с производной первого порядка и 

тригонометрической нелинейностью 1)0(,0))(sin(  yty
dt
dy

 в операционной области 

будет иметь вид FYPYP-YPY 53
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1 . Решив это уравнение, получим 

аппроксимационное решение, представленное на рис. 2. 

 
а                                                                   б 

Рис. 2. Решение уравнения: а – точное решение и его аппроксимация; б – график ошибки 
аппроксимации 

Пример 3. Рассмотрим нахождение аппроксимационного решения нелинейного 

уравнения смешанного порядка: )()()()( 25,0
2

2

tftytyD
dt

tyd
C  , 000  yy ,  

2,5 6( ) 12 3,61081 4f t t t t   . Точное решение уравнение имеет вид: 32)( tty  . Используя 
определение производной по Капуто (1) и делая замену, получим уравнение в операционной 
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области:     FUPt1UP1PU 21
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000
5.0 yyy . Графики аппроксимационного 

решения и функции ошибки показаны на рис. 3. 
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Рис. 3. Визуализация решения уравнения: а – точное решение и его аппроксимация; 
б – график ошибки аппроксимации 

Выводы. Предложенный в работе аппроксимационный метод для нелинейных 
дифференциальных уравнений целого и дробного порядков на основе операционного метода 
неклассического типа позволяет при помощи простых преобразований получить решения 
нелинейных уравнений. Кроме того, с его помощью можно найти решения нелинейного 
дифференциального уравнения с производной по Капуто и уравнений смешанного порядка. 
При нахождении коэффициентов аппроксимирующего спектра, решая систему нелинейных 
алгебраических уравнений, необходимо брать только действительные корни. В этой работе 
были использованы для аппроксимации локальные базисные системы на основе смещенных 
полиномов Лежандра нулевого порядка. Использование полиномов Лежандра первого и 
второго порядков затруднительно, поскольку это приводит к сложным выражениям. Меняя 
порядок базисных функций, можно достигать требуемой точности решения.  
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