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Введение и постановка задачи. Архитектура современных ЭВМ предусматривает 
организацию многоуровневой иерархической памяти, обеспечивающую доступ цент-
рального процессора к каждому уровню памяти. При этом производительность ЭВМ во 
многом определяется производительностью памяти, т. е. средним временем обслуживания 
одного обращения к памяти. Это среднее время обслуживания зависит от объема каждого 
уровня иерархической памяти, размера страниц, времени цикла устройств памяти на каждом 
уровне иерархии. Современные ЭВМ, оперирующие массивами данных большого объема, 
требуют использования устройств памяти с различным быстродействием и, следовательно, с 
различной стоимостью. Такие иерархические системы памяти очень дороги, и оценка 
производительности этих систем становится важной уже на стадии разработки. За последние 
годы появился ряд исследований, в которых оценивалось эффективность многоуровневых 
систем памяти [1 – 6]. 

В работе приводится корректное решение сформулированной в [6] задачи выбора 
оптимальной конфигурации иерархической системы памяти, работающей под управлением 
одного процессора. 

Модель системы памяти. Пусть иерархия памяти состоит из различных уровней Мі, 
где Nі 1 . При этом предполагается, что память М1 имеет наименьший размер и 
наименьшее время обращения к этой памяти, а память МN – наибольший размер и 
наибольшее время обращения к этой памяти. Каждый уровень памяти Мі характеризуется [1] 
следующими параметрами: Ві – стоимость памяти Мі; bi – стоимость хранения единицы 
данных в памяти Мі (например, стоимость хранения одного байта); cі – размер памяти Мі в 
единицах данных, Ві = bісі; ti – среднее время обращения к единице данных памяти Мі, 
точнее, время задержки вичислений, вызваное обращением к памяти Мі; Рі – вероятность 
обращения к памяти Мі; Рі = рісі. 

Системные характеристики, представляющее интерес, полная стоимость иерархии 
памяти и среднее время обращения к этой иерархии памяти и среднее время обращения к 
этой иерархии памяти описываются соответственно формулами: 
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Описанная задача при проектировании иерархии памяти заключается в минимизации 
среднего времени обращения  при данной стоимости S посредством выбора параметров этой 
иерархии памяти. Такая минимизация требует анализа двух функций: 1) характеристики 
оборудования, т. е. соотношения между tі и bі; 2) характеристики использования, которая 
указывает распределение обращений к иерархии памяти и тем самым задает связь Pi і cі. Как 
и в работе [5], будем считать заданными число и размеры различных видов памяти Mі, а так 
же вероятности Рі обращения к памяти Мі. 

Известно, что стоимость единицы памяти является убывающей функцией от времени 
обращения [5]. Поэтому модель памяти может быть задана функцией. 

0( )i ib t b t  ,  ti > 0.      (3) 

Для реальных иерархических систем памяти значения параметра   лежат в окрестности 
0,5 [4]. Использование модели памяти в виде (3) согласуется с реальными данными при 
изменении времени обращения на восемь порядков. Значения параметров b0 и   могут быть 
различными в зависимости от рассматриваемых приложений. 

Таким образом, задача выбора оптимальной конфигурации иерархической системы 
памяти сводится к минимизации среднего времени обращения в иерархической памяти, т. е. 
сводится к оптимизации формулы (1) при ограничении (2). 

Оптимизация конфигурации памяти. Для решения задачи минимизации среднего 
времени обращения Tavg при ограничении на общую стоимость системы памяти S используем 
метод множителей Лагранжа. С этой целью построим функцию Лагранжа 
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Необходимым условием минимума среднего времени обращения  Tavg  является 
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Из этого выражения получаем: 
1

0 ;i ip b t          (4) 

1/( 1)
0( / ) ;i it b p          (5) 

/( 1)
0( / ) .i it b p          (6) 

Подставляем (6) в формулу (2), предполагая, что суммирование в этой формуле 
выполняется с индексом j (во избежание в дальнейших выкладках путаницы с использованием 
индекса i): 
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Подставляя выражение (7) в формулу (5), имеем 
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Отсюда среднее время обращения Tavg будет описываться выражением 
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Теперь покажем, что найденное решение t1
0, …, tN

0 удовлетворяет достаточному 
условию минимума функции (1) при ограничениях (2), т. е. 
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Поскольку для реальных иерархических систем памяти параметры рі, cі, b0,   имеют 
положительные значения, то из формулы (4) и (8) следует, что и   > 0. 

Таким образом, формула (8) является решением задачи минимизации среднего времени 
обращения к иерархии памяти Tavg при ограничении на общую стоимость системы памяти S, 
а следовательно, и решением задачи выбора оптимальной конфигурации иерархической 
системы памяти. 

Заключение. На основе математической модели иерархической системы памяти 
решена задача минимизации среднего времени обращения к иерархии памяти при 
ограничении на общую стоимость системы памяти. 
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