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Введение. Устойчивость динамических систем является одной из наиболее важных 
характеристик, в особенности, если они нестационарны, не полностью известны и 
подвержены случайным помехам в измерительных каналах переменных состояния. К таким 
системам относится самолет, в частности его устойчивость в продольном коротком 
периодическом движении [1]. Для малых отклонений переменных от балансировочного 
режима (постоянной высоты, скорости движения в вертикальной плоскости) это движение 
описывается относительно переменных (угла атаки 1x , угловой скорости 2x  и руля высоты 
u ) системой уравнений первого порядка: 
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где 1 2,  x x  – производные по времени от 1x  и 2x ; ij , ( 1,  2; 1,  2,  3i j  ) – 
аэродинамические коэффициенты. 

Системе (1) эквивалентны передаточные функции, отображающие входной сигнал u  в 
выходы 1Mx  или 2Mx , например u  в 2Mx : 
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Коэффициенты  11 22 1a     и  11 22 12 21 0a      знаменателя определяют 
соответственно колебательный и апериодический запасы устойчивости. Умножив эти 

коэффициенты на 1
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z
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J
qSb  , где 

1z
J  – момент инерции; q  – скоростной напор; S  – площадь 

крыла; ab  – средняя аэродинамическая хорда крыла, получим соответствующий запас 
устойчивости в долях от ab . Коэффициенты 13 23,     определяют эффективность рулей 
высоты; 12 22,     – демпфирующие силы и моменты. Оценивание коэффициентов ij  
летательных аппаратов (ЛА), по которым определяется устойчивость и управляемость ЛА, 
является актуальной задачей летных испытаний (ЛИ). 

Постановка задачи. Ограниченные стоимостью натурного эксперимента и 
нестационарностью время эксперимента и нелинейностью – диапазон изменения 
переменных не позволяют с достаточно высокой точностью получить оценки ˆ

ij  ij  из 
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зашумленных помехами измерений ˆ ˆ,  ix u . По этим причинам практика ЛИ ограничивается 
весьма приближенными  оценками устойчивости и управляемости ЛА [1]. Повысить 
точность оценивания аэродинамических коэффициентов (АДК) без увеличения времени ЛИ 
можно, воспользовавшись методом статистического моделирования помех. Для этого, 
учитывая априорную информацию о разнесенности спектров сигналов и помех (помехи 
более высокочастотны), достаточно для каждого сигнала выполнить фильтрацию помех и 
как разность отфильтрованного и исходного сигнала получить приближенную реализацию 
помехи и затем определить статистические характеристики этих реализаций и сгенерировать 
m  статистически подобных реализаций помех для каждой переменной ,  ix u . Сложив эти 
реализации с соответствующими отфильтрованными сигналами, получим m  псевдовыборок 
данных ЛИ. Имея в наличии m  статистически идентичных выборок, p  методов 
идентификации и q  моделей ЛА, можно воспользоваться их избыточностью с целью 
получения более точных оценок АДК. 

Методика исследования. Применительно к задаче определения АДК ЛА в продольном 
короткопериодическом движении рассмотрим три модели  3q  : модели (1), (2) и модель 
(3), вытекающая из двух первых: 

     2 11 22 2 11 22 12 21 2 23 23 11 13 22 1 2 0 2 2 3 .x x x u u a x a x a u a u                           (3) 

Число p  методов определения АДК определяется количеством функционалов близости 
в пространстве 2L  [2] переменных ЛА и его моделей (1), (2), (3). Из условия минимума этих 
функционалов определяются оптимальные оценки ̂  АДК: 
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где 1,  2i  ; 1,  2j  ;  ix ,  jx , U  – сглаженные фильтром переменные; 
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Сглаживание всех переменных осуществляется одним и тем же фильтром, чтобы не 
внести методическую ошибку в линейные уравнения (1), (3) ЛА. Возможно также 
применение других методов идентификации [3], дающих несмещенные оценки АДК в 
условиях помех.  

Далее для каждого из алгоритмов (4), (5), (6) на множестве из m  реализаций, для 
каждой реализации определяются оптимальные значения  *
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ia , их средние значения по 
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дисперсий, где 1,  2,  3k  ; 3p  ; 1,  2,  3l  ; k l . Для краткости записи элементы множеств 

 ij ,  ia  обозначим через  i . Тогда будем искать наилучшую на множестве из трех 

методов-моделей оценку *
i  в виде: 
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Коэффициенты kC  определим из условия: 
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Теперь условие (8) эквивалентно системе  

AC B ,      (9) 
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Решение 1C A B  системы (9) единственно, если матрица A  положительно 
определена. Чем меньше коррелированы погрешности в оценивании i  разными методами 
(4), (5), (6), тем ближе матрица A  к диагональной. Так как нормы близости (4), (5), (6) взяты 
в пространстве переменных x , x , x , то можно ожидать слабую корреляцию в погрешностях 
оценок i  разными методами-моделями (4), (5), (6). Подставив найденные из системы (9) 
оптимальные значения 2 3,  C C , а также 1 2 31C C C    в уравнение (7), получим оптимально 

взвешенную оценку *
i  коэффициента i (при условии хорошей обусловленности матрицы 

A  и небольшой погрешности оценок 2ˆ i , 2ˆ ij  дисперсий 2
i , 2

ij . В противном случае для 
гарантии не ухудшения результата взвешивания оценок i  следует воспользоваться 

минимаксным подходом. Оценки 2ˆ i , 2ˆ ij , вычисленные по m  сгенерированным выборкам 

данных, имеют погрешности с 2 -распределением, если предположить, что погрешности 
оценок ( )i k  распределены по нормальному закону. Истинные значения 2

i , 2
ij  для 

заданного уровня достоверности находятся в интервале   1 2ˆ1 i
   ,   1 2ˆ1 ij

    или 

приближенно   1 21 i
   ,   1 21 ij

   , где   – квантиль  2 ,p m  распределения, 1  . 

Пусть  2 2ˆ 1i i      для  11,i I n  ,  2 2ˆ 1j j      для  1 1,j J n n   . 

Тогда  2 2ˆ 1ij ij      для ,i j I ;  2 2ˆ 1ij ij      для ,i j J ;  2 2 2ˆ 1ij ij      для 

,i I j J   или ,i J j I  . 
Оценка дисперсии взвешенной оценки *

r  r -го АДК: 
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  (10) 

Выражение (10) берется L  раз для всех возможных сочетаний  2ˆ 1ij   , 1,3i  . Для 
каждого j -го сочетания из условия (8) получаем систему, аналогичную (9), решая которую, 
находим оптимальный  -й вектор *( )C  : 

       * * * *
1 2 3, ,

T
C C C C       , 1, L      (11) 

и вычисляем все  *
2 *, ( )

r
S C


  , 1, L  ; 1,S L . 

Минимаксная оценка *C  определяется из условия 

   
 *

* 2 *

1, , 1,
ˆarg min max , ( )

rL S L
C S C


 

   .    (12) 

То есть каждый вектор (11) подставляют в каждый вариант дисперсии (10) и в качестве 
*C  принимается тот, наибольшее значение которого по всем вариантам (10) минимально 

среди наибольших значений других векторов (11). 
Пример. Для наглядности рассмотрим двумерный случай ( 2p  ). Пусть 2

1 1  , 2
2 9  ; 

2
12 2,8  , 0,1  . Возможные сочетания приведены в табл. 1.  

Таблица 1 
Возможные сочетания дисперсий для двумерного случая  

Множители для заданного уровня достоверности 
Номер варианта 2

1  2
2  2

12   
1 1   1   1   
2 1   1   1   
3 1   1    21   

4 1   1    21   

Оценка (7): 
* (1) (1 ) (2)i i iC C      .     (13) 

Дисперсия (10):  

   *
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 12 12 1 22 2
r

C C


          .   (14) 

Подставив вместо дисперсий четыре варианта их оценки из табл. 1 и выполнив 
операции (8), (9), получим набор (11) для 4 вариантов (14): 

2 2
* * 1 12

2 2 2
1 2 12

ˆ ˆ
(1) (2) 1, 41

ˆ ˆ ˆ2
C C  

  
   

; 

 
   

2 2 2
2 12*

2 2 2 2
1 2 12

ˆ ˆ1 1
(3) 1,465

ˆ ˆ ˆ1 1 2 1
C

     
 
          

; 
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 
   

2 2 2
2 12*

2 2 2 2
1 2 12

ˆ ˆ1 1
(4) 1,361

ˆ ˆ ˆ1 1 2 1
C

     
 
          

. 

Значения  
*

2 *, ( )
r

S C


   сведены в табл. 2. 
Таблица 2 

Значения дисперсии для двумерного случая 

 , ( )S C   
S 

1 2 3 4 
1 0,290 0,290 0,304 0,300 
2 0,236 0,236 0,249 0,245 
3 0,327 0,327 0,316 0,354 
4 0,232 0,232 0,275 0,218 

Жирной рамкой в табл. 2 выделены варианты с  *
2 *max , ( )

r
S C


  , двойной рамкой – с 

двумя 
   

 * *
2 2 *

1,4 , 1,4
ˆ ˆmin max 3, (3)

r rS
C

  
   = 0,316 с ее аргументом *C = 1,465,  *1 C = – 0,465. Если 

взять 2
1 1  ; 2

2 9  ; 2
12 2,8  ; 0,1  , то * *(1) (2) 0,756C C  ; *(3) 0,737C  ; *(4) 0,737C  . 

Табл. 3 подобна табл. 2. 
Таблица 3 

Значения дисперсии для двумерного случая в соответствии 

с заданными дисперсиями 2
1 , 2

2 , 2
12  

 *
2 *, ( )

r
S C


   

S 
1 2 3 4 

1 0,081 0,081 0,089 0,087 

2 0,067 0,067 0,073 0,071 

3 0,082 0,082 0,078 0,099 

4 0,076 0,076 0,094 0,070 

Соответственно 
   

 * *
2 2 *

1,4 , 1,4
ˆ ˆmin max , ( ) 0,082

r rS
S C

  
     , *C = 0,756,  *1 C  = 0,244. Если 

предположить, что 2 2
1 2   , то для различных значений коэффициента корреляции 

2
12

12 2 2
1 2

r 


 
 и соотношения 2

12
1

F 



 получим семейство графиков *
12( , )C r F  (рисунок). 

Для 12 1F   для любых 12r  * 0,5C  ; при 12F   * 1C  ,  *1 0C  , т. е. 
неэффективный метод исключается. Характерно, что при одинаковых 2 2 2

1 2 12

, ,    величина 

*
2ˆ

r
  зависит от знака 2

12  (0,316 для положительной и 0,082 – для отрицательной). То есть 

взвешивание двух методов с отрицательной 2
12  дает лучше результат. В данном примере для 

2
12 = 0 дисперсия *

2ˆ
r

 = 0,9. Это намного больше минимаксных значений дисперсий при 
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2
12 2,8    (0,316 и 0,082 соответственно). Таким образом, взаимная корреляция позволяет 

повысить точность минимаксной оценки. 

 
Семейство графиков *

12( , )C r F  для различных значений коэффициента корреляции 

Выводы. Используя несколько изоморфных моделей объекта идентификации и 
несколько различных методов их параметрического оценивания совместно с технологией 
статистического моделирования помех, можно существенно повысить точность оценок 
параметров АДК ЛА без увеличения длины выборки данных натурных испытаний. Тем 
более, что с учетом нестационарности объекта идентификации выборки не могут быть сколь 
угодно большими. Как обеспечить несмещенность оценок *

r  из-за неучета реально 
существующей нелинейности, рассмотрено в работе [4]. 
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