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Предложен параметрический алгоритм оценки вероятности нахождения процесса 
бокового отклонения самолета в допустимой области на заданном интервале времени в 
режимах автоматической посадки и автоматизированного взлета. Алгоритм основан 
на измерении экстремальных значений параметра. 

Введение и постановка задачи Задача оценки точностных характеристик бокового 
движения самолета в процессе автоматизированного разбега и пробега состоит в оценке 
вероятностных характеристик распределения параметров бокового движения. Управление 
боковым движением при разбеге и пробеге осуществляется с целью удержания самолета на 
ВПП  при всех допустимых воздействиях и начальных условиях. Определяющим параметром 
бокового движения самолета на ВПП  является боковое отклонение от ВПП )(tz , Tt  , где Т 
временной интервал длительности процесса разбега (пробега). В соответствиями с 
требованиями технические характеристики системы управления при разбеге должны быть 
такими, чтобы вероятность смещения осевой линии самолета в месте установки основного 
шасси более чем на 5 м от оси ВПП при любом взлете составляла меньше 0,05. Кроме того 
(при использовании работоспособной при одном отказе системы управления) вероятность 
отклонения одной стойки шасси от оси ВПП на величину более 21,3 м (при ширине полосы 
45 м) не должна превышать 10 −6. 

Автоматическое управление послепосадочным пробегом должно осуществляться таким 
образом, чтобы в процессе любой посадки боковое отклонение самолета от оси ВПП не 
превышало 8,2 м с вероятностью 0,95 

Таким образом, требования к точности автоматического управления боковым 
движением самолета в процессе разбега и пробега задаются следующими условиями: 

  95,0/)(Pr 1  TtDtz , 

  6
6 

2 9,0101/)(Pr  TtDtz , 

где  5 ;51 D  м для процесса разбега и  8,2 ;2,81 D  м для процесса пробега, a 
 21,3 ;3,212 D  м. Тогда задача оценки точностных характеристик бокового движения 

самолета в процессе пробега и разбега – это задача оценки вероятности нахождения 
случайного процесса в соответствующей допустимой области на ограниченном интервале T. 

Решение задачи Очевидно, что если хотя бы одно значение процесса )(tz  вышло за 
допустимую область на интервале Т, то Dtz )( . Если таких значений несколько, то среди 
них есть обязательно экстремальное, очевидно также, что экстремальные значения находятся 
и в реализациях , для которых Dtz )( . Это позволяет перейти от задачи анализа процесса на 
интервале Т к эквивалентной задаче анализа экстремальных значений процесса на этом же 
интервале. Одним из возможных подходов к ее решению  является анализ распределения 
размаха  экстремальных значений minmax zzW  . 

Если предположить нормальность распределения исходной выборки, то закон 
распределения размаха выборки известен [1]. Тогда оценка неизвестного 
среднеквадратического отклонения   случайного процесса )(tz  на интервале Т может быть 
проведена с помощью размаха )1()( zzW nn   (максимальный и минимальный члены 
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вариационного ряда объемом n). Если 
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D табулированы в работе [2]. 

Если   , .... , , )()2()1( k
nnn WWW – выборочные размахи в каждой реализации )(tzk , 

полученные по k подвыборкам одинакового объема n, тогда средний размах knW ,  
определяется выражением  
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а арифметическое среднее  
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представляет собой несмещенную оценку для неизвестного параметра  . Если n = const, a k 
достаточно велико ( k ), то доверительный интервал для   с коэффициентом доверия   

определяется неравенствами (погрешность 
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где )(  – функция, обратная функции нормального распределения. 
Для уточнения приближенных доверительных границ можно использовать 

приближение Кокса к среднему размаху  








2cW , 

где постоянные с и   определяются из равенства первых двух моментов левой и правой 
частей nd  и nD , значения которых в зависимости от объема измерений n приведены в 
таблицах [2]. 

Для определения коэффициентов с и   предлагается следующая процедура 
вычисления: 

– вспомогательной величины  
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– значения коэффициента   (число степеней свободы) 
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– значения масштабного множителя с 
1

32 128
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 ndc . 

Таким образом, при вычисленном значении числа степеней свободы   и при заданном 
уровне доверия   можно вычислить процентные точки 2 -распределения и построить 
доверительный интервал на среднеквадратическое отклонение  : 
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откуда нижняя и верхняя границы доверительного интервала определяются из 
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Вычисляя доверительный интервал на математическое ожидание m, можно построить 
доверительную область на параметр    ,m , рисунок.  

m21 m12 m11 m22
m
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Доверительная область на параметр   

Это, в свою очередь, позволяет определить верхнюю и нижнюю границы 
доверительного интервала для вероятности Р нахождения случайного процесса  
длительностью Т в допустимой области (допусковой трубке) [3]. При известной оценке 
среднего 
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являются квантилями нормального распределения  соответствующего уровня. 
Координаты крайних точек доверительной области определяются из соотношений: 

   

   

2 1 2 1
11 1 1 12 1 1

1 2 1 2
22 2 2 21 2 2

, ,  ,    , ,  ;

, ,  ,    , ,  .

u um x m x
kn kn

u um x m x
kn kn

    
          

   
                 

 

Определив  максимальные и минимальные значения математического ожидания   как  

   max minmax ,    minij ijm m m m  , 

можно рассчитать верхнюю и нижнюю границы для вероятности Р: 

max max

2 2

min min

1 1

;

,

b m a mP

b m a mP

    
         

    
         

 

где a и b – границы допусковой трубки на процесс бокового отклонения самолета при 
разбеге (пробеге); )(  – функция нормального распределения. 

Пример. После проведения 100k автоматизированных разбегов в летных испытаниях 
была проведена обработка результатов бокового отклонения самолета от оси ВПП. Для 
определения размаха в каждой реализации шаг дискретизации был выбран 0,5 с. 

Эффективный объем измерений в каждой реализации (с учетом корреляционной 
зависимости) 7n . Средний размах по всем выборкам , 4, 275 мn kW  , а среднее значение 
процесса бокового отклонения на интервале T 1, 45 мm  . Определим с доверительной 
вероятностью  = 0,95 верхнюю и нижнюю границы вероятности  нахождения реализаций 
бокового отклонения в допустимой «трубке» м.5   на интервале T. 

Значения масштабного множителя c и числа степеней свободы   определяются из 
приведенных выше соотношений (при 7n : 69424,0  ,70436,2  nn Dd  [2]) соответственно 
равны: 98,526 ,7031,2 c . Тогда процентные точки 2 - распределения равны 2,4562

1  ; 
27,6032

2  . Таким образом, нижняя граница доверительного интервала для    равна 
,

1 2
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4, 275 526,98 1,3815 м,
2,7031 603, 27
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c
 

   
 

 

а верхняя граница: 
,

2 2
1

1,8269 м.n kW
c


  


 

Определяем верхнюю и нижнюю границы для математического ожидания (для  1  и 2  
соответственно): 

2 1
11

2, 242 1,38151, 45 1,567 м
700

um m
kn
 

     ; 

12
2, 242 1,38151, 45 1,3329 м

700
m 

   ; 

22 211,6048 м,    1, 2952 мm m  . 

Максимальное и минимальное значения математического ожидания равны: 

   max minmax 1,6048,      min 1, 2952.ij ijm m m m     



ISSN 1990-5548  Електроніка та системи управління. 2009. №1(19)                                                 159 
 

Нижняя и верхняя границы для вероятности Р нахождения случайного процесса разбега 
)(tz  в допустимой «трубке» м.5  : 

5 1,6048 5 1,6048 0,9683;
1,8269 1,8269

5 1, 2952 5 1, 2952 0,9963.
1,3815 1,3815

P

P

     
      

   
           

   

 

Другим подходом решения поставленной задачи является использование аналитических 
выражений для функции и плотности распределения максимальных значений в выборке 
размера n. 

Известно [4], что распределение максимумов случайного стационарного процесса 
задаются выражениями: 

)()(max xFxF n , 
)()( )()( 1/

maxmax xFxfnxFxf n . 
Если n велико, то можно использовать некоторые общие асимптотические результаты, 

которые зависят от класса исходного распределения F(x).  
Например, представляя )(max xF  в виде  

)]},(1[exp{)](1[1)()(max xFn
n

xFnxFxF
n

n 






 
  

получаем асимптотическое выражение, позволяющие получить распределение максималь-
ных значений параметра в зависимости от объёма выборки и статистических характеристик 
генеральной совокупности. 

Аналогично можно получить 
)}(exp{1)(min xnFxF  . 

Для описания распределения экстремальных значений параметров движения на 
интервале Т может быть также использована статистическая модель вида 
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принадлежащая семейству распределений Вейбулла ),( cbF  с параметрами   и 2c . 
Известно, что для статического определения параметров   и c  используется метод 

максимального правдоподобия, который приводит к уравнениям: 
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где r – параметр усечения выборки, откуда 
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Для рассматриваемого случая 2c  а nr  (полная выборка). Тогда 
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где   – доверительная вероятность; 
2

1 u  – квантиль уровня 2
1   нормального распределения 

)1,0(N . 
Очевидно, что   – доверительный интервал для параметра   имеет вид 
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Вероятность невыхода максимального значения на интервале Т за верхнюю границу 
допустимой области D  определяется выражением 
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а   – доверительный интервал для истинного значения Р при фиксированном уровне и 
задается выражением 

PuPuP 
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В случае отклонения распределения  от нормального традиционные параметры  ,m  
как характеристики положения и масштаба теряют свою эффективность. Согласно теореме 

Чебышева не менее 2

11 100
c

   
 

 распределения случайной величины сосредоточено в 

интервале  cm . Так, для большинства распределений вероятностные меры интервалов 
 2m  и  3m  составляют соответственно на менее 0,75 и 0,889. Очевидно, что выводы, 

основанные на использовании характеристик m  и   при отсутствии информации о виде 
распределения, оказываются весьма неэффективными. 

Иногда нарушения, кажущееся незначительными, могут существенно исказить 
конечные результаты. У любого инженера-исследователя всегда остается «неприятный 
осадок» в случае предположения о справедливости гипотезы нормальности. 

Поэтому необходимо проводить обработку полученных экспериментальных данных 
еще и непараметрическими критериями с целью достижения более глубокой убежденности в 
правильности полученных результатов. 

Если выборочные изменения определяющего параметра построить в вариационный ряд, 
то порядковые статистики )(rx  и )(sx  образуют свободный от распределения толерантный 
интервал [5]: 
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где )(xF  – неизвестная непрерывная функция распределения. Это выражение говорит о том, 
что доля распределения )(xF , сосредоточенная в интервале, образованном порядковыми 
статистиками )(rx  и )(sx , будет не менее P с доверительной вероятностью  . 

Запишем соотношение для непараметрического толерантного интервала в виде 
  pPr 1 ( , )Y P I        , 

где )()( )()( rs xFxFY  ;   – число выборочных блоков вариационного ряда, лежащих 
между порядковыми статистиками )(rx  и )(sx ;   – число исключенных выборочных блоков, 
лежащих вне толерантного интервала ] ,[ )()( sr xx [6; 7]. 

Если оценка точности проводится совместно по mq   координатам случайного вектора 
z , то на основании выборочных экспериментальных даннях, можно построить q-мерную 
независимую от распределения толерантную область. С доверительной вероятностью   
вероятностная мера такой области, отвечающая многомерной функции распределения 

),...,( 1 mzzF , не менее Р. В общем случае q-мерная выборка объема qk   может быть 
упорядочена в виде пространственного вариационного ряда, а выборочное пространство 
розбито на )1( k  непересекающихся и заполняющих все пространство q-мерных 
выборочных блоков. Тогда при любом правиле выбора   таких блоков образуется 
многомерная толерантная область. Область допустимых значений mD  задается в виде          
m-мерного параллелепипеда. Если толерантная область строится по размаху выборочных 
данных, то отбрасывается q2 первых q-мерных выборочных блоков. Соотношение для 
вероятностей Р и   в этом случае имеет вид: 

  PPr 1 ( 1 2 ,  2 )Y P I k q q        , 

где ),(P baI  – функция В-распределения, определенная на отрезке 10  P  и зависящая от 
двух положительных аргументов qbqka 2  , 21  . 

Для поставленной задачи 1q . После определения по экспериментальным данным 
размаха бокового отклонения самолета от оси ВПП может быть построен толерантный 
интервал, вероятностная мера которого определяется из решения уравнения относительно Р. 

 )2 ,1(1 P kI . 
В таблице приведены результаты расчета вероятностной меры Р в зависимости от 

объема выборочных данных для различных коэффициентов доверия  . 

Таблица результатов расчета Р 

Р N 
 9,0  95,0  99,0  

10 
20 
50 
100 
200 
500 

1000 
10000 

0,663 
0,819 
0,9245 
0,9616 
0,9807 
0,99224 
0,99611 
0,99961 

0,606 
0,7848 
0,9085 
0,9535 
0,9765 
0,99056 
0,99526 
0,999526 

0,497 
0,712 
0,875 
0,9356 
0,9675 
0,9868 
0,99343 
0,999341 
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Пример.  По ста реализациям автоматизированного разбега получено значение размаха 
4, 4 ( 3, 2) 7,6 мW      бокового отклонения самолета от оси ВПП. Эффективный объем 

измерений эф 700n  . Определить вероятностную меру распределения, сосредоточенную в 
интервале ]2,3;4,4[   м  с доверительной вероятностью 95,0 .  

Решение уравнения 
95,0)2,699(1 P  I  

относительно Р дает её величину p 0,993 . 

Заключение. Предложенные параметрические и непараметрические алгоритмы 
позволяют достаточно эффективно оценивать точность процесса стабилизации бокового 
отклонения самолета в режимах автоматической посадки и автоматизированного взлета как в 
процессе летных испытаний, так и при проведении статистического моделирования 
бортовых систем управления. 
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