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На прикладі розв’язання завдань пошуку екстремальних шляхів у мережі показано, що 
принципи і техніку електронного моделювання успішно можна застосовувати для 
моделювання завдань потокової оптимізації в середовищі сучасного табличного 
процесора MS Excel у формі відповідних електронно-табличних моделей. 

Вступ. Науковою школою, очолюваною академіком НАН України Г. Є. Пуховим, у свій 
час [1] були визначені принципи і технічні рішення щодо побудови електричних та електрон-
них моделей, зокрема, для типових задач потокової (мережевої) оптимізації, за якими пошук 
оптимуму досягається мережевою моделлю у вигляді орієнтованого графу, де вузли 
моделюються аналоговими [2; 3] чи гібридними (цифро-аналоговими) [4] уніфікованими 
пристроями (процесорами типу багатополюсника із гнучкою структурою) для автоматичного 
визначення екстремуму вхідних величин, а орієнтовані дуги визначають інформаційні 
зв’язки між вузлами. За такими принципами створення електронної моделі певного процесу 
зводиться до формування набору універсальних процесорів пошуку екстремуму вхідних 
величин, визначення характеристик і по’єднання їх між собою згідно з топологією мережі. 
Згодом й до сьогодні за таким принципом будують однорідні багатомашинні чи 
багатопроцесорні обчислювальні комплекси, які, правда, діють за певним іноді досить 
складним обчислювальним алгоритмом.  

Завдяки природним властивостям процесу автоматичної мінімізації втрат енергії, 
покладених в основу електричних/електронних схем, модель такого типу за своєю суттю і 
формою є звичайним електричним колом, де потік електричного струму автоматично імітує 
потоки, характерні для відповідного модельованого об’єкта (продукти, фінансові кошти, 
ресурси, інформація, транспортні засоби, час), але, зрозуміло, за спеціальними ускладненими 
умовами. Так, Г. Є. Пухов та його колеги й учні сформували пріоритетний науковий напрям 
у галузі математичного та комп’ютерного моделювання, названий «електронним 
моделюванням». Із цієї проблематики з 1979 року й дотепер в Інституті проблем 
моделювання в енергетиці ім. Г. Є. Пухова НАН України проводять відповідні дослідження й 
видається міжнародний науково-теоретичний журнал «Электронное моделирование». 

До появи у масовому користуванні універсальних цифрових ЕОМ достатньої 
потужності електронні моделі, будучи впровадженими в управлінську практику у вигляді 
спеціалізованих обчислювальних машин, визначили коло реальних наукових, практичних і 
технічних завдань з прийняття рішень і відповідних математичних моделей з мережевою 
організацією. Основна перевага таких моделей перед алгоритмічною реалізацією завдань 
математичного, зокрема, лінійного програмування (до яких зводяться класичні мережеві 
завдання) на ЕОМ, – можливість миттєвого отримання шуканого результату за будь-яких 
змін початкових даних, адже результатом розв’язку потокової задачі оптимізації є схема 
розподілу електричного струму по утвореній мережі за заданими початковими даними і 
автоматичне визначення значень напруги у відповідних точках схеми за принципом 
мінімізації витраченої енергії. І саме ця властивість, яка якнайкраще відповідає специфіці 
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діяльності особи, яка приймає відповідальні управлінські рішення (менеджера), стимулювала 
активний розвиток теорії і методів математичного моделювання математичних задач 
потокової оптимізації, до яких зводиться безліч практичних завдань оперативного 
оптимального планування та організаційного управління.  

Сучасні комп’ютери мають надзвичайно високі експлуатаційні характеристики, що, 
імовірно, дозволяє досить швидко відшукувати оптимальне розв’язання мережевих задач 
великого розміру за ефективними алгоритмами з використанням відповідних програм 
математичної оптимізації. Для цього, зокрема у складі табличного процесора MS Excel, з 
успіхом використовують спеціальні програми-оптимізатори типу стандартної версії Solver 
(пошук розв’язку) на 200 змінних чи версії промислового призначення типу PSP (Premium 
Solver Platform) на 8000 – 16000 невідомих змінних залежно від типу математичної моделі 
(вартість такого програмного продукту сягає $1000). Але навіть у цих зручних умовах 
визначений принцип побудови мережевої моделі у формі електронного аналога 
орієнтованого графу з уніфікованими вузлами-процесорами для пошуку екстремуму у вузлах 
не втратив своїх переваг. Навпаки, тепер такий вузол-оператор реалізується вже не у вигляді 
складного електронного пристрою, як раніше, що суттєво стримувало розроблення і 
впровадження електронних моделювальних засобів, а значно простіше – у вигляді макросу з 
аргументами у визначеному діапазоні клітинок звичайної електронної таблиці Excel, де пошук 
оптимуму реалізується майже миттєво за характерною для Excel технологію «що-якщо» і де 
одночасно діє вищеозначений принцип (за усталеною традицією будемо цю модель теж 
називати «електронною»), висновок – немає потреби застосовувати потужні й дорогі версії 
оптимізатора, бо таблична модель самостійно знаходить оптимум для заданого набору даних. 
Зате комбінація електронної та табличної моделей забезпечує новий обчислювальний ефект, 
який дає змогу створювати наочні багаторівневі моделювальні структури.  

Цей підхід розвиває теорію математичного моделювання задач потокової оптимізації, 
визначаючи нові можливості у процесі пошуку оптимуму у мережевих задачах спеціального 
типу, реалізувати які за допомогою оптимізаційних програм буває непросто. Запропонована 
методологія побудови математичних моделей на прикладі задач потокової оптимізації є 
досить перспективною, бо не залежить від елементної бази, а базується на застосуванні 
табличних процесорів масового користування, що увійшли в світову практику «всерйоз і 
надовго». 

1. Завдання пошуку найдовшого шляху у мережі. Класичну мережеву електронну 
модель на різній елементній базі розробляли для розв’язання типової задачі організаційного 
управління під назвою «розрахунок мережевого графіка», адже саме ця проблематика у свій 
час стимулювала розвиток технології електронного моделювання і методів оптимального 
планування і управління. З теорії і реальної практики мережевого планування та управління 
відомо, що для досить складного реального проекту мережевий графік характеризується 
тисячами подій-вузлів і операцій-дуг, десятками різноманітних ресурсів, що 
використовуються для здійснення відповідних операцій.  

Таку неосяжну для свідомого аналізу мережу зменшують за розміром, зводячи її до 
багаторівневої структури, де мережа нижнього рівня є деталізацією вузла чи дуги мережі 
вищого рівня (рис. 1). Тепер після розрізання (фрагментації) загальної мережі на систему 
узгоджених й інформаційно зв’язаних мереж меншого розміру в межах відповідальності 
відповідних менеджерів постає завдання організації інформаційного обміну між рівнями 
мережевої моделі. Якщо користуватися стандартними програмами проектного менеджменту 
(типу досить досконалої програми MS Project), треба організувати колективну роботу кількох 
модулів-задач такої програми, що для багаторівневої структури зробити непросто, які будуть 
діяти паралельно, але не синхронно, оскільки обмін даними між задачами користувач 
здійснює послідовним копіюванням даних загального користування [5].  
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Запропонований нами підхід до застосування «електронної» мережевої моделі у такій 
ситуації унікальний, оскільки утворена комбінована («електронна» модель + табличний 
оптимізатор) електронно-таблична модель (spreadsheet model) діє синхронно – мережі нижніх 
рівнів поставляють на верхні рівні свої кінцеві результати (наприклад, мінімальну тривалість 
розширеної операції), що слугують початковими даними для моделі розширеної мережі, яку 
розв’язують за допомогою програми-оптимізатора Solver, отримуючи кількісні результати 
прямої та двоїстої задач для проведення якісного аналізу. Зрозуміло, що завдяки прямим 
інформаційним зв’язкам, утвореним операцією зв’язування клітинок табличної моделі, будь-
які зміни даних будь-де автоматично приводять до нових результатів.  

 

 
Рис. 1. Багаторівнева мережева структура 

Модель такого типу надзвичайно ефективна й навіть ефектна саме на етапі дослідження 
та аналізу функціонування об’єкта для прийняття рішень в умовах визначеності (метод CPM) 
чи невизначеності і ризику, зокрема, методами імітаційного моделювання (simulation), де 
початкові дані не є детермінованими, а задані випадковими числами із певним законом 
розподілу (метод PERT). Зрозуміло, що чим більше рівнів та інформаційних зв’язків має 
мережева модель, тим ціннішим буде отриманий кінцевий результат. 

Покажемо на суттєво спрощеному прикладі утворення електронно-табличної 
комбінованої моделі задачі розрахунку мережевого графіка невеликого розміру з двох рівнів: 
нижній рівень утворюють деталізовані мережеві моделі певних дуг і вузлів зменшеної за 
розміром мережі верхнього рівня. Мережеві моделі нижнього рівня реалізуються 
«електронними» моделями, а мережева модель верхнього рівня – за допомогою табличної 
мережевої моделі і програми Solver (пошук розв’язку).  

Зауваження: зменшений за розміром графік можна розрахувати майже миттєво 
(залежно від експлуатаційних характеристик ПК) за допомогою відповідної «електронної» 
моделі, зате оптимізатор Solver дозволить надати більш повні дані про задачу розрахунку 
мережевого графіка, зокрема, визначить конфігурацію критичного шляху, часткові критичні 
шляхи до кожного з вузлів та резерви часу некритичних операцій, а також дозволить 
розрахувати графіки потрібних ресурсів у постановці «час–ресурси» чи розрахувати задачу у 
постановці «час–вартість» [6]. 
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Приклад. Проект задано мережевим зменшеним за розміром графіком, що складається 
з шести подій-вузлів (1, 2, …, 6) та 10 операцій-дуг: (1-2), (1-3), (2-3), (2-4), (2-5), (3-4), (3-5), 
(4-5), (4-6) та (5-6). Деталізація: вузол 2, операція (4 – 6). 

– Вузол 2: у процесі розроблення проекту з’ясувалося, що подія-вузол 2 визначає певну 
складену технологічну процедуру, яку варто зобразити деталізованим мережевим графіком. 
Для цього вузол 2 «розщеплюють» на два вузли: вхідний вузол 2а та вихідний вузол 2б, 
з’єднані дуговою операцією (2а-2б), тривалість якої визначає величина критичного шляху 
відповідного мережевого графіка із шести вузлів (а, б, в, г, д, е) та 9 дуг;  

– Операція (4-6) виявилася досить складною і залежною від певних факторів, тому її 
деталізують мережевим графіком з п’яти вузлів (a, b, c, d, f) та семи дуг, величина 
критичного шляху якого визначає тривалість цієї операції.  

Таким чином, маємо дворівневу мережеву модель проекту, де рівень І визначає зменшений 
за розміром мережевий графік А (вже з 11 операцій-дуг й семи подій-вузлів), а рівень ІІ – це 
деталізовані мережеві графіки А1 та А2 для дуг (2а-2б) та (4-6) відповідно (рис. 2).  

Зрозуміло, що кінцевий результат – мінімальна тривалість усього проекту (яка 
визначається довжиною максимального або критичного шляху від вузла 1 до вузла 6 
зменшеного за розміром мережевого графіка А) – можна визначити лише після знаходження 
довжин критичних шляхів у деталізованих мережевих графіках А1 (від вузла а до вузла е) та 
А2 (від вузла а до вузла f). Це означає, що запускаючи програму-оптимізатор Solver для 
розрахунку графіка А, треба вже мати конкретні значення критичних шляхів графіків А1 та 
А2. А це автоматично виконають постачальники цих даних – «електронні» моделі графіків 
А1 та А2; на виході їх кінцевих вузлів будуть визначені ці значення, які зв’язуванням 
безпосередньо передаються у таблицю для дуг графіка А.  

 
Рис. 2. Дворівнева мережева модель 

Реалізація і результати Формат і зовнішній вигляд «електронної» моделі мережевої 
задачі досить довільний, бо містить у собі початкові дані (тривалості операцій), результати 
формульних обчислень (максимальні шляхи до кожного вузла), графічні елементи (стрілки 
операцій) та засоби загального й умовного форматування. Основний операційний елемент 
цієї моделі – модуль вузла, формат якого є стандартним для конкретної версії моделі. Для 
прискорення процесу утворення моделі й надання єдиної форми зручно розробити шаблон 
структури і вмісту вузла, який надалі використовується для формування усієї моделі. Маючи 
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сукупність уніфікованих моделей вузлів, їх надалі модифікують згідно з топологією мережі, 
заповнюють початковими даними і формулами і з’єднують стрілками-дугами відповідні пари 
вузлів.  

Один з можливих варіантів шаблону j-го вузла з двома входами (і1, і2)  і одним виходом 
(j) показано на рис. 3. Він містить: позначення вхідних дуг {(i1-j), (i2-j)}, їх тривалості (ti1 і ti2) 
та довжини вхідних шляхів до j-го вузла {(ti1+t(i1-j), (ti2+t(i2-j)}, за 
цими даними обчислюється довжина максимального шляху до j-го 
вузла (tj), яка зв’язуванням (формулою) передається на вхід 
наступного вузла, з яким є зв’язок. 

Тепер створена таким чином таблична модель «живе», 
автоматично реагуючи на зміни початкових даних (тривалості 
операцій). Їх можна задати конкретними числами чи за допомогою 
генератора випадкових чисел (ГВЧ), наприклад, на основі функції 
СЛЧИС, якщо збудована імітаційна модель мережевої задачі. 

Після створення елементарних «електронних» моделей 
мережевих графіків нижнього рівня розробляється таблична 
модель зменшеного за розміром мережевого графіка, де тривалості 
операцій, що деталізуються, передаються в таблицю зв’язуванням 
(на рис. 4, а, б у клітинки І4 та І11) і використовуються в 
обчисленнях. 

 
Рис. 3. Шаблон вузла 

 

 
а 

 
б 

Рис. 4. «Електронна» модель мережевого графіка: а – А1; б – А2 

Якщо в моделях нижнього рівня початкові дані формуються за допомогою ГВЧ, 
«верхня» мережева модель під час чергового запуску і функціонування оптимізатора Solver 
автоматично багаторазово оновлює значення випадкових чисел і Solver не може у таких 
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умовах знайти оптимум. Відповідно за таких умов треба заздалегідь зафіксувати набір останніх 
значень випадкових чисел (командою Правка  Копировать  Правка  Специальная 
вставка  Вставить значения) і лише після цього знайти кінцевий результат (рис. 5).  

Аналіз результату Створена таблична модель формує розв’язок прямої та двоїстої 
задач лінійної оптимізації, адже ці результати завжди є основою для прийняття рішень щодо 
управління проектом. 

Пряма задача: визначені критичні: (1-2а), (2а-2б), (2б-3), (3-4), (4-5), (5-6) та некритичні 
операції, мінімальна тривалість проекту (довжина критичного шляху) 294,3 час. од. Вузлова 
операція (2а-2б), у свою чергу, визначила критичні операції у мережі А1: (а-б), (б-в), (в-д),  
(д-е), які визначили мінімальну тривалість цієї операції 47 час. од. Саме критичним 
операціям має приділятися основна увага керівництва проектом. 

Двоїста задача: у стовпці Резерв визначено резерви часу некритичних операцій; за 
рахунок зменшення цих резервів можна скоротити тривалість усього проекту. 

Стовпець «Част. КШ» містить значення часткових критичних шляхів, тобто мінімальні 
часові періоди здійснення відповідних подій.  

 
Рис. 5. Таблична модель мережевого графіка А 

2. Задача пошуку найкоротшого шляху у мережі. До класичних мережевих задач 
оптимізації належить також задач пошуку найкоротшого шляху, що з’єднує початковий і 
кінцевий вузли мережі, яка є різновидом мережевих транспортних завдань. Класична 
постановка задачі має такий вигляд: на вхід комунікаційної мережі входить неподільний 
(одиночний) потік, який, не розгалужуючись у вузлах, має прямувати у кінцевий вузол 
найкоротшим шляхом, тож треба визначити конфігурацію і довжину цього шляху. Якщо 
параметри дуг вважати вартостями пропуску через них одиничного потоку, то це задача про 
потік мінімальної вартості через мережу. Саме за такою постановкою стало можливим 
побудувати електронну модель, де у моделях вузлів, фактично у ключових схемах, досить 
просто знаходять мінімум вхідних потоків. 

Запропонована дворівнева мережева модель може бути змінена для розв’язання такої 
задачі. Процедура розбиття великої за розміром мережі, скажімо, континентального чи 
державного масштабу, на одну зменшену за розміром і набір деталізованих мереж – досить 
зрозумілий і обґрунтований підхід з позиції надання зручних умов менеджерам краще 
оцінити ситуації для свідомого прийняття зважених рішень. Саме так діє управлінський 
персонал на виробництві, в армії, бізнесі тощо за класичним принципом «розділяй і 
володарюй». 
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Розроблену модель треба дещо модифікувати, щоб знайти найкоротші шляхи у мережах 
А, А1 та А2, а саме: у мережах нижнього рівня достатньо замінити у вузлах функцію МАКС 
на МИН, а у мережевій моделі А замінити критерій «равной максимальному значению» на 
«равной минимальному значению», рис. 6 – 8. 

 
Рис. 6. Найкоротший шлях у мережі А1 

 
Рис. 7. Найкоротший шлях у мережі А2 

 
Рис. 8. Найкоротший шлях у мережі А 

Результат та його аналіз 
Пряма задача: визначено найкоротший маршрут: 1-3-5-6 довжиною 96,4 од., аналогічну 

процедуру автоматично здійснено у мережах нижнього рівня. 
Двоїста задача: у стовпці «Втрати» додатні числа вказують на можливі додаткові 

втрати у разі вимушеного включення відповідних «невигідних» дуг у маршрут. 
Стовпець «Част. НКШ» містить значення часткових найкоротших шляхів до 

відповідних вузлів. 
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3. Задача про потік мінімальної вартості з розгалуженням потоку у вузлах. На вхід 
мережі, де дуги оцінюються вартістю протікання ними потоку, надходить потік, для якого 
треба визначити мінімальну вартість перетікання через проміжні вузли, де потік може 
розгалужуватися, у кінцевий вузол. Ця задача є модифікацією класичної задачі про 
найкоротший шлях з неподільним потоком. Розв’яжемо цю задачу, комбінуючи класичну 
постановку у мережах нижнього рівня, з розширеною постановкою для зменшеної за 
розміром мережі. Для цього в неї треба внести додаткові дані про пропускні здатності дуг і, 
можливо, вузлів (у такому разі такий вузол розщеплюють, замінюючи його парою «простих» 
вузлів і дугою між ними, як це було зроблено вище з вузлом 2).  

Ідея: якщо потік по дузі обмежується її пропускною здатністю, програма оптимізації 
розподіляє потік на виході з попереднього вузла. Цю модель широко застосовують у 
мережах, якими передаються потоки води, електроенергії, пасажирів, транспортних засобів 
тощо. Ще однією перевагою такої моделі є реалізація потокової задачі у змішаних мережах, у 
складі яких є й неорієнтовані дуги, які надалі замінюють парою зустрічно напрямлених дуг 
можливо з неоднаковими параметрами. Тут буде цікавий не лише план розподілу потоків, а й 
визначення напрямку руху по неорієнтованих дугах (приклади: керування потоками 
пасажирів чи транспортних засобів, прямий чи реверсний напрямки перекачування 
нафтопродуктів, електроенергії тощо). Саме з цією метою дещо змінимо зменшену за 
розміром модель через заміну певних неорієнтованих дуг орієнтованими (рис. 9). 

 
Рис. 9. Перехід від змішаної мережі до орієнтованої 

Аналіз результату. 
Пряма задача: визначено оптимальні маршрути проходження мережею загального 

потоку в 100 од. загальної мінімальної вартості (рис. 10). 

 
Рис. 10. Потоки мінімальної вартості у дворівневій мережі 
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Двоїста задача: у стовпці Оцінки додатні числа вказують на можливі додаткові втрати 
у разі вимушеного включення відповідних дуг у маршрут, а від’ємні числа визначають 
способи зменшення витрат на передачу потоку через розширення «вузького місця», 
утвореного двома дугами: (1-3) з оцінкою мінус 10,3 та (5-6) з оцінкою мінус 1,0 відповідно. 

Стовпець «Част. НКШ» містить оцінки втрат, спричинених збільшенням потоків через 
відповідні насичені вузли. Так, при пропусканні збільшеного на одиницю потоку значенням 
101 через вузол 1 загальні витрати зростуть на 107,7 од. і складуть значення 10112,0 + 107,7 =       
= 10219,7. 

Висновки. Розроблена методика електронно-табличного моделювання задач потокової 
оптимізації, де у середовищі табличного процесора будуються і діють математичні моделі, 
які за своїми властивостями і принципами реалізації повторюють суто електронні моделі, що 
були реалізовані апаратними засобами. Тож ця методика найкращим чином поєднала 
позитивні властивості табличних та електронних засобів математичного моделювання і може 
бути використаною для потокових задач, вузли яких здійснюють пошук екстремальних 
значень над початковими даними.  
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