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Розроблено методику застосування методу найменших квадратів до моделі, описаної в 
просторі станів для визначення початкових значень невідомих параметрів, необхідних 
для ідентифікації моделі в просторі станів за методом максимальної правдоподібності 
разом з калманівською фільтрацією на прикладі моделі бічного руху безпілотного 
літального апарата 

Актуальність проблеми. Аеродинамічні похідні будь-якого літального апарата (ЛА) 
при описі його динамічної моделі в просторі станів входять у таку модель лінійно і є 
елементами  матриць DCBA ,,,  (матриць стану, керування, вимірювань, прямої передачі від 
входу до виходу). Тому для визначення значень аеродинамічних похідних доцільно 
використовувати модель в просторі станів. У праці [1] запропоновано використовувати 
метод максимальної правдоподібності разом з калманівською фільтрацією для ідентифікації 
динамічних характеристик ЛА та наведено приклади його застосування. Але для 
використання цього підходу необхідно починати оптимізаційну процедуру пошуку мінімуму 
від’ємного логарифма функції максимальної правдоподібності з початкових значень вектора 
невідомих параметрів. Оскільки кількість невідомих параметрів у будь-якій моделі ЛА 
досить велика, то функція максимальної правдоподібності має локальні екстремуми і 
знаходження мінімуму від’ємного логарифма функції максимальної правдоподібності 
суттєво залежить від вибору початкових значень вектора невідомих параметрів. У цій роботі 
буде розроблено методику застосування методу найменших квадратів (МНК) до моделі, 
описаної в просторі станів для визначення початкових значень невідомих параметрів, 
необхідних для ідентифікації моделі в просторі станів за методом максимальної 
правдоподібності разом з калманівською фільтрацією на прикладі моделі бічного руху 
безпілотного літального апарата (БПЛА) [2].  

Постановка проблеми. Оскільки БПЛА повинен мати невелику масу, то на його борту 
встановлюється мінімальна кількість датчиків невеликої маси без віброзахисту, що 
призводить до значних завад та зміщень у записах вимірюваних сигналів (для бічного каналу 
це   – кут ковзання; p  – кутова швидкість крену; r  – кутова швидкість рискання;   – кут 
крену;   – кут рискання). У результаті льотного експерименту БПЛА, змодельованого в 
SIMULINK, відомі записи сигналів: a  – відхилення елеронів (сигнал керування),  , p , r , 
 ,  . Під час моделювання враховували тільки один вхідний сигнал (сигнал керування), 
тобто припускали, що льотний експеримент виконується у спокійній атмосфері. Також 
моделювали шуми та зміщення датчиків, що дало змогу отримати вихідні сигнали ( , p , r , 
 ,  ), близькі до реальних. 

Лінеаризована модель у просторі станів бічного руху БПЛА, що за масою належить до  
міні-класу (141 кг) [2]: 
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де T[ , , , , ]p r   x  – вектор стану; ][ au  – вектор керування; T[ , , , , ]p r   y  – вектор 
вимірювань; T

1 2 3 4 5[ , , , , ]w w w w ww  – вектор шумів стану; T
1 2 3 4 5[ , , , , ]     ν  – вектор шумів 

вимірювань;  
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У виразі (2) використано системи координат та позначення, прийняті в 
західноєвропейській та американській літературі [3], а саме: Y   – перша похідна бічної сили 
за відповідними змінними, L  та N  – перші похідні моментів за креном та рисканням за 
відповідними змінними.  

Загальна задача ідентифікації аеродинамічних похідних бічного руху БПЛА полягає в 
знаходженні значень вектора невідомих параметрів: 

T],,,,,,,[ arprp LNNNLLLY θ .    (3) 

Параметр 0/Ug  не входить у вектор θ , оскільки g  – прискорення вільного падіння та 

0U  – швидкість БПЛА – відомі. 
Задача, розв’язання якої пропонуємо в цій роботі, полягає в знаходженні початкових 

значень вектора невідомих параметрів θ  (3) моделі (1) у просторі станів за МНК, 
пристосованого до моделі в просторі станів за записами вхідних та вихідних координат, які 
вимірюються зі значними шумами. 

Розв’язання задачі. У літературі з ідентифікації МНК, наприклад [4], модель, 
параметри якої ідентифікуються, має бути подана як авторегресія – ковзне середнє, а саме: 

EθΦY  T ,      (4) 

де Y  – вектор вихідних сигналів моделі; Φ  – матриця ідентифікатора; E  – вектор похибки.  
У загальному випадку, коли вимірюємо l  вихідних сигналів, довжина реалізацій цих 

сигналів N , критерій ідентифікації за МНК 

2 T
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N

i
J e i N N  θ E θ E θ ,     (5) 

де i  – номер сигналу в реалізації, який вважаємо першим за ідентифікації за МНК. 
Якщо модель об’єкта, що ідентифікується, подано у вигляді (4), то в результаті 

ідентифікації за критерієм (5) вектор невідомих параметрів знаходимо за формулою 

  1
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ˆ T 

θ ΦΦ ΦY .      (6) 

Для застосування відомого МНК до моделі в просторі станів (1) необхідно подати її у 
вигляді моделі (4). У загальному випадку, коли кількість змінних станів n , кількість 
керувальних сигналів m , кількість вимірюваних сигналів l , вектор Y буде мати вигляд 

T
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Розмір вектора Y  у цьому випадку 1)1(  iNl . Вектор невідомих параметрів має 
розмір 1)( mnl  та вигляд 
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Транспоновану матрицю регресора можна подати у вигляді блочно-діагональної 
матриці 
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O  – нульова матриця розміром )()1( mniN  . Розмір матриці регресора є 
)1()(  iNlmnl . 

Для моделі (1) з матрицями (2), що описують бічний рух БПЛА, за припущення, що 
3i , та довжини реалізації 1800 вектор вимірюваних вихідних сигналів розміром 15 , де 
5l , 

T
555222111 )]1800()4()3()1800()4()3()1800()4()3([ yyyyyyyyy Y . 

Транспонована матриця регресора (7) має розмір 55 , а 
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O  – нульова матриця розміром 61798 . Розмір матриці регресора є 89905 . Вектор МНКθ̂  
має розмір 130 . 

Недоліком МНК є те, що він дає добрі результати у випадку, коли шумів немає або 
вони мінімальні. У задачі, розглядуваній в цій роботі, шуми мають досить великі значення, а 
також трапляються систематичні похибки (зміщення датчиків). Тому, перш ніж 
застосовувати МНК, доцільно позбавити вимірювальні сигнали випадкових та 
систематичних похибок.  

Для того щоб очистити сигнали від систематичних похибок, пропонується як перше 
наближення розрахувати математичне сподівання та відняти його значення від вимірюваного 
сигналу. Щоб позбавити зашумлений сигнал випадкових похибок (шумів датчиків), 
рекомендується застосовувати цифровий симетричний нерекурсивний фільтр, що не може 
бути фізично реалізованим, тобто такий, у якому мають бути відомі «майбутні» вхідні 
величини [5]. Для розглядуваного випадку  це не є значним обмеженням, оскільки польотні 
дані накопичуються протягом випробування БПЛА, а вхідними даними для ідентифікації є 
записи даних льотних випробувань [6]. Тому було обрано фільтр такого вигляду: 





K

Kk
kjkj xay ,        (8) 

де jy  – вихідний сигнал фільтра; ka  – ваговий коефіцієнт фільтра; kjx   – дискретизований 
вхідний сигнал; K2  – порядок фільтра. 
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Зазначимо, що подібний підхід запропоновано в праці [7] для стандартної системи (4). 
Оскільки результати ідентифікації [7] мали бути кінцевими, то для фільтрації запропоновано 
досить складні кореляційні алгоритми. В цьому випадку результати ідентифікації МНК 
мають проміжне (допоміжне) значення, а тому в цій задачі можна обмежитись простішим 
алгоритмом (8). Крім того, зазначимо, що в роботі запропоновано спеціальний вигляд 
регресора (7), пристосованого до моделі в просторі станів (1). 

Результати фільтрації вектора вимірювань ( , p , r ,  ,  ) показано на рис. 1. Сірим 
кольором позначено сигнали з шумами, чорним – сигнали, отримані після фільтрації.  

 

 

 

 

 
 
 

Рис. 1. Порівняння зашумлених та відфільтрованих значень  , p , r ,  ,   

Очищені від шумів та зміщень сигнали є вхідними даними для ідентифікації МНК. 
Використовуючи формулу (6), було отримано вектор параметрів розміром 130 . Згідно з 
матрицями (2) моделі (1) відмінні від нуля і невідомі тільки значення восьми параметрів, 
тому з отриманого в результаті ідентифікації МНК вектора вибираємо значення тільки тих 
параметрів, які входять у вектор (3), тобто 

Tˆ [ 0,5838, 28,1704, 6,0127, 0,1433, 1,8223, 0,1617, 1,1326, 94, 4815]init      θ . 
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Тепер вектор initθ̂  можна вважати як вектор початкових значень для ідентифікації 
параметрів системи методом максимальної правдоподібності [1; 4]. Результати проведеної 
параметричної ідентифікації за цим методом наведено в табл. 1, а графіки виміряних та 
розрахованих при оцінених значеннях параметрів сигналів  , p , r ,  ,   показано на рис. 2. 

Таблиця 1 
Порівняння номінальних, початкових та оцінених значень параметрів моделі в просторі станів 

бічного руху БПЛА 

Параметри 
vY , с-1 L , с-2 pL , с-1 rL , с-1 N , с-2 pN , с-1 rN , с-1 aL , с-2 

Номінальні 
значення 

-0,1360 -56,2100 -11,2500 3,3320 1,1900 -0,2100 -0,2400 160,0000 

Початкові 
значення 

-0,5838 -28,1704 -6,0127 0,1433 1,8223 -0,1617 -1,1324 94,4815 

Оцінені 
значення 

-0,1850 -56,1992 -10,9523 3,3008 1,2330 -0,1961 -0,2057 158.2072 
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Рис. 2. Порівняння значень виміряних та оцінених вихідних даних:  

          – виміряні дані;           –  оцінені дані 

Для покращення оцінки зміщень датчиків, скориставшись їх постійністю, було 
застосовано алгоритм стохастичної апроксимації Кестена, який дає асимптотично незміщену 
оцінку математичного сподівання [8]. Результати оцінки зміщень методом стохастичної 
апроксимації Кестена наведено в табл. 2. 

Таблиця 2 
Порівняння номінальних та оцінених значень зміщень датчиків 

Зміщення 
b , рад pb , рад/с rb , рад/с b , рад b , рад 

Номінальні 
значення 0,0300 0,1000 0,0500 0,1000 0,0500 

Оцінені 
значення 0,0306 0,1226 0,0491 0,0923 0,0557 
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Експериментальне визначення оновлювальної послідовності в усталеному режимі 
показує, що кореляційні функції всіх зміщень наближаються до дельта-функцій [8], що є ще 
одним підтвердженням ефективності цієї процедури оцінки зміщень. 

Висновки. Перед проведенням ідентифікації моделі в просторі станів за методом 
максимальної правдоподібності разом з калманівською фільтрацією необхідно знати 
початкові значення вектора невідомих параметрів, для визначення якого пропонується 
застосовувати МНК, заздалегідь очистивши зашумлені сигнали за допомогою цифрового 
симетричного не рекурсивного фізично нереалізовного фільтра. Розроблено методику 
застосування МНК до моделі, описаної в просторі станів для визначення початкових значень 
невідомих параметрів. Показано, що ідентифікація методом максимальної правдоподібності 
з урахуванням початкових значень вектора невідомих параметрів, отриманих у результаті 
застосування МНК, дає досить добрі результати, що гарантують збіжність подальшої 
процедури оптимізації методом максимальної правдоподібності. 
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