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Розглянуто віртуальний прилад у середовищі LabView для генерування вибірок 
випадкових кутів із заданими розподілами ймовірності. Наведено графіки функцій 
щільностей розподілу ймовірностей та кутові гістограми розподілу випадкових кутів. 
Отримані результати можуть бути застосовані для розв’язання задач статистичної 
фазометрії та кутометрії. 
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Вступ. Кутові вимірювання є важливим науково-технічним напрямом теорії 
вимірювань [1 – 3]. Одним з етапів підготовки даних для проведення комп’ютерних 
вимірювальних експериментів з випадковими кутами є генерація вибірок випадкових кутів. 
Сучасні програмні засоби наукових та інженерних розрахунків мають обмежені можливості 
реалізації завдань кутометрії.  

Мета роботи – побудова в середовищі LabView віртуального приладу для генерування 
вибірок випадкових кутів та перевірки статистичних гіпотез на їх відповідність заданим 
законам розподілу ймовірності. 

Постановка завдання. Необхідно побудувати віртуальний прилад для виконання 
таких завдань: 

1) генерування вибірок випадкових кутів довільного обсягу, які підпорядковані 
розподілам імовірності випадкових кутів із заданими параметрами; 

2) перевірка статистичних гіпотез на відповідність отриманих вибірок випадкових кутів 
заданим законам розподілу ймовірності; 

3) відображення на графіках вхідних даних, результатів генерування та їх 
статистичного опрацювання; 

4) підтримання інтерактивного режиму роботи приладу. 
Реалізацію віртуального приладу потрібно виконати в середовищі LabView. 
Розв’язання. Побудований віртуальний прилад має змогу генерувати вибірки за 

такими законами розподілу ймовірності випадкових кутів: рівномірним розподілом, 
розподілом Мізеса або кутовим нормальним розподілом, намотаним нормальним розподілом 
та намотаним розподілом Коші [1; 2]. Статистичні гіпотези про розподіли перевіряються за 
критерієм хі-квадрат Пірсона для намотаного нормального розподілу та закону Мізеса з 
обчисленням найбільш правдоподібних статистичних оцінок, параметрів розподілу.  

Кутовий рівномірний розподіл. Поширення випадкової величини ( ) [0,1]   , де   – 
випадкова подія з області подій   на інтервалі [0, 2 ) , утворює кутовий рівномірний 
розподіл випадкового кута ( ) [0, 2 )    з постійною щільністю [1]: 

 21)(f ,  20 .            (1) 

Згідно з виразом (1) усі напрями випадкового кута на площині є рівноймовірними, тому 
цей розподіл також відомий як ізотропний (ненапрямлений) або довільний. Кутова дисперсія 
випадкових кутів  . Функція розподілу ймовірності випадкових кутів має лінійний 
характер: 

 2)(F ,  20 .            (2) 
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Алгоритм генерування випадкових кутів [2] передбачає виконання таких етапів: 
1. Обрання Uu j  , Jj ,1 – значення псевдовипадкової  величини з рівномірним 

розподілом  ]1,0[U ; 
2. Обчислення випадкового кута jj u 2 Jj ,1 . 
Приклад кругової гістограми вибірки випадкових кутів з рівномірним розподілом 

10000J   показано на рис. 1. Групування даних реалізовано розбиттям області 0...2  на 12 
клас-інтервалів величиною 6  радіанів відповідно та підрахуванням кількості даних, що 
потрапили в кожен із класів. 

 
Рис. 1. Кругова діаграма вибірки випадкового кута з рівномірним розподілом ймовірності 

Розподіл Мізеса. Розподіл Мізеса (або кутовий нормальний розподіл) є симетричним 
розподілом з функцією щільності ймовірності:  

   1
0( ) 2 ( ) exp cos( )f I k k

    ,  20 ,       (2) 

де  20  та  k0  – відповідно параметри положення та концентрації; )(0 kI  – 
модифікована функція Бесселя першого роду нульового порядку [3]: 

     
2

2 21
0

00

( ) (2 ) exp cos( ) 2 1 !r

r
I k k d k r

 




     .     (4) 

Відповідну функцію розподілу випадкових кутів визначають так [3]: 

   1
0

0

( ) 2 ( ) exp cos( )F I k k d



     .        (5) 

Якщо 0k , розподіл наближається до рівномірного кутового розподілу; якщо k , 
розподіл прямує до точкового розподілу, сконцентрованого в напрямі кутового середнього  . 

Алгоритм генерування випадкового кута наведено нижче [2]. За заданих відомих 
параметрів   та k  на підготовчому етапі генерування обраховуються допоміжні параметри: 

2411 ka  , )2/(]2[ kaab  , )2/()1( 2 bbr  . На етапі генерування необхідно 
виконати такі дії. 

1. Обчислити )cos( 1uz  , )/()1( zrrzf   та )( frkc  . 
2. Якщо 0)2( 2  ucc , повернутись до пункту 1. 
3. Якщо 01)/log( 2  cuc ,  повернутись до пункту 4. 

4. Обчислити значення випадкового кута 1
3sign( 0,5) cos ( ) [mod 2 ]u f     . 
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Псевдовипадкові числа 1u , 2u  та 3u  з рівномірного розподілу ]1,0[U  обираються 
новими для кожного наступного виконання пунктів 1, 2 та 4. 

На рис. 2, а зображено три вибірки 1,2,3 1000J   випадкових кутів з розподілом Мізеса та 
різними параметрами: для 1{ }j : 1 2   , 1 20k  ; для 2{ }j : 2   , 2 20k  ; для 3{ }j : 

3 3 2   , 3 20k  . Відповідні гістограми та щільності ймовірностей для розглянутих випадків 
показано на рис. 2, б. 

 
а 

 
б 

Рис. 2. Відображення вибірок випадкових кутів:  а – на одиничному колі;  б – їх гістограми  

Гіпотеза про відповідність знегерованої вибірки випадкових кутів закону розподілу 
Мізеса перевіряється за критерієм хі-квадрат. Його сутність полягає у знаходженні найбільш 
правдоподібних оцінок ̂  та k̂  відповідно параметрів розподілу (3)   (кутове середнє 
відхилення) і k  (параметр концентрації) та обчисленні значень очікуваних частот. 
Вважалось, що ці значення розподілені за нормальним законом, тому є доцільним 
застосування критерію хі-квадрат Пірсона і знаходження значення статистики критерію  

2 2

1
( )

S

i i i
i

n n n


     (де in  – емпіричні частоти у вибірці;  in   – теоретичні частоти, обчислені 

за припущення генеральної сукупності, що відповідає розподілу Мізеса) та значень 
критичних точок 2

кр  за кількістю степенів вільності, що дорівнює 1K s r    (де s  – 
кількість клас-інтервалів вибірки, 2r   – кількість параметрів розподілу) та заданим рівнем 
значущості 1 P   , де P  – задана довірча ймовірність. Критичну область визначали з 
формули 2 2

кр[ ( ; )]P q K q    . 
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Для знаходження емпіричних частот вибірки групували за двома способами: 
1) розбиттям інтервалу 0 ... 2  на задану кількість l  клас-інтервалів та підрахуванням 

кількості значень кутів, що потрапили відповідно до кожного з них;  
2) розбиттям вибіркового колового розмаху (довжина найменшої дуги одиничного 

кола, що містить вибірку }{ j ) на l  клас-інтервалів. Кількість інтервалів обирали за 
формулою [4]: 

22log
4
Jl


    

,             (8) 

де  l 
  – позначення операції заокруглення до найближчого більшого цілого числа.  

Перший спосіб доцільно використовувати у випадку малих значень k  ( 2k  ), другий – 
для великих k  (тобто у випадку суттєвої концентрації вибірки в околі значення  ). 

 
Рис. 3. Графічне зображення гістограми емпіричних та кривої, побудованої за значеннями 

обрахованих теоретичних частот на прикладі вибірки }{ j  обсягом 500J   кутів із заданими 
параметрами     і 2k   та обчисленими їх найбільш правдоподібними оцінками 

ˆ 183 3,194 рад     та ˆ 2,146k   

Найбільш правдоподібну оцінку за критерієм максимуму правдоподібності 
обчислювали за  формулою [4]: 

  ˆ arctg 2 s .ign [1 sign ]
2

.S S C
C


     ,          (6) 

де 
1 1

.cos .; sin
J J

j j
j j

C S
 

     . 

Найбільш правдоподібну оцінку k̂  за тим самим критерієм для параметра концентрації 
k  знаходили за формулами [2]: 

3 5

2

2 5 / 6, 0,53;
ˆ 0,4 1,39 0,43 / (1 ), 0,53 0,85;

0,85,1 / ( 4 3 ),

R R R R
k R R R

RR R R

   


      
  

        (7) 

або шляхом лінійної інтерполяції табличних значень [3] за відомого значення R  
( 2 2( )R C S J   – нормована вибіркова довжина результуючого вектора). 

У ряді вимірювальних задач виникає необхідність перевірки гіпотез про рівномірний 
розподіл випадкових кутів. В цьому випадку гіпотезі 0H  про рівномірний розподіл 
випадкових кутів (  21)(f ) протиставляється гіпотеза 1H  про належність вибірки 
випадкових кутів до закону Мізеса вигляду (3). 
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Ці гіпотези перевірялися за двома критеріями: 1) рівномірно найбільш потужним 
критерієм за відомого кутового середнього напрямку; 2) критерієм Релея (випадок з 
невідомими параметрами   і k ). Для першого критерію обраховується значення 

1
.1 cos

J

j
j

C
J 

  , а для другого – .R  Ці значення за наведеними в роботі [3] таблицями 

порівнюються зі значеннями сталої K . Критична область задається виразами 
 0|C K H    та  0|R K H   . 

Намотаний нормальний розподіл. Намотаний нормальний розподіл – це симетричний 
одномодальний двопараметровий розподіл, що утворюється шляхом «намотування» 
нормального або гаусівського розподілу ймовірності на одиничне коло. Його функція 
щільності ймовірності має вигляд:   









 







1
)(cos2121)(

2

f ,   20 , 10  ,     (3) 

де   – кутовий середній напрям; )2/()1( 24  – кутова дисперсія. Якщо 0 , розподіл 
(3) наближається до кутового рівномірного розподілу, якщо 1 , розподіл прямує до 
точкового розподілу, сконцентрованого в напрямі кутового середнього  . Функція розподілу 
обчислюється безпосереднім інтегруванням функції (3). 

За заданих параметрів   і   алгоритм генерування одного значення випадкового кута 
зі щільністю (3) передбачає виконання таких етапів [2]: 

1) обчислення середнього квадратичного відхилення  ln2  та величини 

 2
1 20, 25 1,715528( 0,5) /Z u u  ; 

2) перевірка нерівності 21x u  ; у випадку її підтвердження – перехід до пункту 5; 
3) перевірка нерівності 2ln( / ) 1 0c u c   ; у випадку підтвердження перейти до 

пункту 5; 
4) перехід до пункту 1; 
5) обчислення значення  zx , де z Z ; 
6) обчислення значення псевдовипадкової величини, що належить до розподілу (3): 
 [mod 2 ]x   . 
Псевдовипадкові числа 1u  та 2u  

з рівномірного розподілу ]1,0[U  
обираються новими для кожного 
наступного виконання пункту 1. 

На рис. 4 зображено кругову 
діаграму двох згенерованих за  
нормальним намотаним розподілом 
вибірок випадкових кутів обсягом 

500 J   кутів та параметрами: 1   , 
1 0,95   для 1{ }j  та  2 6   , 

2 0,85   для 2{ }j . 
Гіпотези на відповідність 

нормальному намотаному розподілу 
перевіряються за критерієм хі-квад-
рат Пірсона. 
 

 
Рис. 4. Кругова діаграма згенерованих вибірок 1{ }j  

та 2{ }j  випадкових кутів, що належать до нормального 
намотаного розподілу з параметрами 1 1,   2 2,   
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Намотаний розподіл Коші. Намотаний розподіл Коші – симетричний одномодальний 
розподіл, що утворюється намотуванням розподілу Коші на одиничне коло. Його щільність 
розподілу ймовірності задається виразом [3]: 

 2 2( ) (1 2 ) 1 1 2 cos( )f         ,  20 , 10  ,     (4) 

а функція розподілу  

 ))cos(21()2)cos()1((cos)21()( 221  F ,      (11) 

де   – кругове середнє. Якщо 0 , розподіл наближається до кутового рівномірного 
розподілу, якщо 1 , розподіл прямує до точкового розподілу, сконцентрованого в напрямі 
значення кутового середнього  . 

Алгоритм генерування випадкового кута з розподілом (4) [2] за заданих параметрів   
та   передбачає виконання таких етапів: 

1) обрання псевдовипадкового числа Uu j  , Jj ,1  з рівномірного розподілу ]1,0[U ; 

2) обчислення ),2cos( juV   )1/(2 2c ; 
3) розрахунок псевдовипадкового кута, що належить до намотаного розподілу Коші: 

1(cos (( ) (1 )) ) [mod 2 ]V c cV      . 
У разі потреби формування вибірки обсягом J , пункти 1 – 3 повторюють J  разів. 
Кругову діаграму згенерованої вибірки { , 1, }j j J  , 5000 J   випадкових кутів з 

розподілом Коші та параметрами  , 0,2   показано на рис. 5.  

 
Рис. 5. Кругова діаграма згенерованої вибірки випадкового кута з намотаним розподілом Коші 

Розроблений віртуальний прилад дозволяє виконувати генерування вибірок випадкових 
кутів за наведеними вище алгоритмами та перевіряти якість вибірок шляхом перевірки 
гіпотез про розподіл 

Висновки. Розроблено віртуальний прилад в середовищі LabView для генерування та 
аналізу вибірок випадкових кутів за такими законами розподілу ймовірностей – кутовим 
рівномірним розподілом, розподілом Мізеса, намотаним нормальним розподілом та 
намотаним розподілом Коші. Віртуальний прилад дозволяє візуалізувати результати 
генерування та опрацювання випадкових кутів і підтримувати інтерактивний режим роботи. 
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Отримані вибірки випадкових кутів можуть бути використані іншими програмами і 
технічними засобами для проведення вимірювальних  комп’ютерних експериментів з 
випадкових кутів. 
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