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СИГНАЛОВ НА ОСНОВЕ ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ 

В ЛОКАЛЬНЫХ БАЗИСАХ 
Отделение гибридных моделирующих и управляющих систем в энергетике ИПМЭ  

им. Г. Е. Пухова НАН Украины, e-mail: oleksii.vasyliev@gmail.com 
Предложена методика оценивания средних значений непрерывного сигнала и его первой 
и второй производных при дискретизации по аргументу с шагом h. Методика основана 
на использовании метода полиномиальной аппроксимации с базисной системой 
локального типа на основе смещенных полиномов Лежандра. Рассмотрен 
иллюстративный  пример применения методики. Вычислительный эксперимент 
выполнен в программной среде системы Mathematica®. 
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Введение. При обработке экспериментальной информации, математическом и 
компьютерном моделировании динамических систем часто возникает задача оценивания 
значений непрерывных сигналов, их производных первого и второго порядков.  Компьютерная 
реализация математических моделей дифференциальных игр также предполагает оценивание 
текущих значений положения объектов, скоростей и ускорений. Прямое дифференцирование 
сигналов, полученных техническими средствами наблюдения, не представляется возможным в 
связи с высокой чувствительностью операций дифференцирования к ошибкам измерения и 
помехам, сопровождающим сигналы в реальных условиях. В связи с этим необходимо 
обеспечить оценивание параметров сигнала с использованием осреднения и низкочастотной 
фильтрации для выделения информативных параметров сигналов на фоне шумов и ошибок 
измерения. В данной работе для решения указанных задач предлагается использовать метод 
полиномиальной аппроксимации сигналов на основе локальных базисных систем [2]. 

Постановка задачи. Аппроксимация сигналов в базисе смещенных полиномов 
Лежандра. Для сигнала ( )f t , заданного на интервале изменения аргумента 0 t T  , 
полиномиальная аппроксимация представляется выражением [2]: 
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  – вектор аппроксимирующего полиномиального спектра сигнала; 
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  – вектор системы базисных функций, формирующих 
обобщенный полином и определенных на общем с сигналом интервале изменения аргумента. 
При использовании локальных базисных систем диапазон изменения аргумента разбивается 
на m конечных элементов с шагом h (T mh ), и на каждом i-м элементе вводится локальная 
базисная функция (система функций), тождественно равная нулю за пределами элемента. 
Рассмотрим использование полиномов Лежандра в качестве таких локальных базисных 
систем. 

Известно [1; 2], что полиномы Лежандра порядка n могут быть сформированы как 

решения дифференциального уравнения: 
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Полиномы Лежандра образуют ортогональную систему на интервале изменения аргумента 

1 1x    с весовой функцией ( ) 1x  . Для формирования локальных смещенных 
полиномов Лежандра, ортогональных на  i-м элементе, необходимо преобразовать аргумент 

в соответствии с выражением 21 2x i t
h

   . Выполним такое преобразование для первых 

трех полиномов Лежандра: 
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    Вид первых трех полиномов 

показан на рис. 1. 

 
Рис. 1. Первые три полинома Лежандра 

Преобразование приводит к следующим выражениям: 
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В формулах (1) – (3) символом (*)  обозначена функция единичного скачка вида: 

1,  если   0;
( )

0,  если   <0.
x

x
x
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Таким образом, выражение (1) обеспечивает локальный характер полиномов. На рис. 2 
приведен вид полиномов (1) – (3) соответственно для элементов 5, 7 и 9 при h = 0,1. 

 
Рис. 2. Вид локальных смещенных полиномов Лежандра 
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На основе указанных полиномов Лагранжа сформируем следующие подсистемы 
базисных функций: 

– подсистему нулевого порядка: 0 1{ ( , , )}  m
ip t i h V


;                                                         (4) 

– подсистему первого порядка: 1 1 { ( , , )}m
ip t i h W


;                                                            (5) 

– подсистему второго порядка:  2 1{ ( , , )}m
ip t i h U


.                                                             (6) 

Эти подсистемы позволяют выполнить аппроксимацию сигнала кусочно-постоянными, 
кусочно-линейными или кусочно-параболическими функциями. Соответствующие базисные 
системы будут иметь порядок соответственно m, 2m или 3m. Так как введенные подсистемы 
базисных функций и системы в целом являются ортогональными [1; 2], вектора 
аппроксимирующих полиномиальных спектров могут быть определены без решения систем 
алгебраических уравнений: 
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Соответствующие аппроксимации сигнала нулевого, первого и второго уровней 
определяются следующими выражениями: 

0 ( )a vf t  F V
 

;              (10) 

1 0( ) ( )a a wf t f t  F W
 

;             (11) 

2 1( ) ( )a a uf t f t  F U
 

.             (12) 
В формулах (10) – (12) использованы операциии скалярного произведения векторов 

аппроксимирующих полиномиальных спектров (7) – (9) и векторов подсистем базисных 
функций (4) – (6).  

Оценивание параметров сигнала и дискретизация по аргументу. Анализ 
выражений для векторов аппроксимирующих полиномиальных спектров (7) – (9) позволяет 
сделать следующие замечания. Элементы вектора vF


 являются средними значениями сигнала 

на конечных интервалах изменения аргумента ( 1) ,  : 1,...,i h t ih i m    . Это позволяет их 
использовать в качестве результата дискретизации по аргументу. Элементы векторов ,  w uF F

 
 

необходимо преобразовать в соответствии со следующими выражениями для того, чтобы 
они являлись средними значениями первой и второй производных сигнала: 
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Ниже приведены программа и результаты оценивания параметров сигнала на 
иллюстративном примере. 

Иллюстративный пример. Задан сигнал ( ) atf t e . Необходимо оценить его 
параметры (средние значения сигнала, первой и второй производных), приняв следующие 
числовые значения: 2;  0,1;  10a h m    . 

Программа в системе Mathematica [3] 
Задание числовых значений констант: 
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Задание формы сигнала: 

 
Формирование первых трех полиномов Лежандра: 

 
Формирование локальных смещенных полиномов Лежандра: 

 

 

 
Формирование подсистем базисных функций: 

 
Определение векторов аппроксиирующих спектров нулевого, первого и второго  порядков: 

 

 

 
Определение аппроксимаций сигнала нулевого, первого и второго порядков: 

     
Оценивание первой  и второй производных сигнала: 

  
Определение аппроксимаций первой и второй производных сигнала нулевого порядка: 

  
Формирование производных сигнала (эталон для сравнения): 

  
Визуализация сигнала, его производных и результатов дискретизации и оценивания (рис. 3 – 5): 

  

 
Рис. 3. Сигнал и его средние значения для h = 0,1 
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Рис. 4. Первая производная сигнала и ее средние значения для h = 0,1 

 
 

 
Рис. 5. Вторая производная сигнала и ее средние значения для h = 0,1 

 
В таблице приведены результаты оценивания и дискретизации параметров сигнала на 

основе аппроксимации локальными смещенными полиномами Лежандра. 
Результаты оценивания и дискретизации параметров сигнала 

i Fv F1 F2 

1 0,906 -1,811 3,622 

2 0,742 -1,483 2,965 

3 0,608 -1,214 2,428 

4 0,497 -0,994 1,988 

5 0,407 -0,814 1,628 

6 0,333 -0,666 1,322 

7 0,273 -0,546 1,090 

8 0,224 -0,447 0,893 

9 0,183 -0,366 0,731 

10 0,150 -0,299 0,599 
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Выводы. Предложенный метод  оценивания, основанный на использовании локальных 
аппроксимирующих спектров на основе смещенных полиномов Лежандра, позволяет 
одновременно получать численные средние значения сигнала и его первой и второй 
производных и выполнить дискретизацию по аргументу. Метод может быть полезным при 
математическом и компьютерном моделировании динамических систем, систем 
автоматического управления, в частности, при моделировании дифференциальных игр. 
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